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ПРЕДИСЛОВИЕ

Надежде Григорьевне Окуловой
посвящаю

С момента появления компьютера и начала использования его
для решения самых разнообразных задач получила развитие систем-
ная область знаний математики, связанная с программированием.
Компьютер, при всех его огромных возможностях, может работать
только с конечным множеством объектов (задача проецируется на
конечномерный случай), причем на этом множестве объектов долж-
но быть определено отношение порядка [21]. Только в этом случае
проблема (задача) подвластна компьютеру при условии, что найден
эффективный способ ее решения. Эффект «комбинаторного взры-
ва» показывает, что компьютер бывает бессилен при решении даже
очень простых задач. Обобщая, можно сказать, что практически
компьютер решает только две задачи: подсчет количества объек-
тов определенной природы (счет) или поиск объекта (из известно-
го множества объектов), удовлетворяющего определенным условиям
(перебор).

Потребности практики, а именно программирования, определя-
ют развитие «стыка» информатики и математики. Эта область зна-
ний не исчерпывается одним предметом— «дискретной математи-
кой», но он является характерным, основополагающим.

Структура книги

Главы 1, 2, 3, 4— это материал по комбинаторике. Первой ввод-
ной темой являются проблемы счета и перебора (или выбора).
К этим двум проблемам сводится большинство задач, решаемых
на компьютере. Раскрывается суть «комбинаторного взрыва»—
показывается ограниченность возможностей компьютера. И весь
дальнейший курс строится под лозунгом преодоления этой огра-
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ниченности. Тема прекрасно «ложится» на компьютерный вариант
практики и служит пропедевтикой всех тем, изучаемых в даль-
нейшем. При изучении комбинаторных объектов (комбинаторики)
следует, на наш взгляд, не ограничиваться задачами подсчета, рас-
сматривая и вопросы перечисления комбинаторных объектов, а
также задачи вычисления номера комбинаторного объекта в со-
ответствии с установленным отношением порядка так, как это
сделано, например, в работе [20]. Рассмотрение комбинаторных
чисел «плавно подводит» к рекуррентным соотношениям и методам
исчисления конечных сумм.

Завершается курс темой «Алгоритмы на графах» (главы с 5
по 13). Эта тема тесно связана с рассмотренными комбинаторны-
ми проблемами. Отметим возможность различного по сложности
уровня обобщения теоретического материала и построения ком-
пьютерно-ориентированных практических занятий.

Доказательства теорем приведены в приложении 1. Они даются
автором, как правило, в курсе дискретной математики по специаль-
ности «прикладная математика и информатика».

Особенности книги

Книга является учебным пособием по дискретной математике и
написана по результатам педагогической деятельности автора, осу-
ществляемой в рамках:

— спецкурса для школьников старших классов физико-матема-
тического лицея;

— курса дискретной математики для студентов педагогической
специальности «учитель информатики»;

— курса дискретной математики для студентов, специализирую-
щихся в прикладной математике и информатике.

Текст книги— это синтез лекционных и практических занятий,
проводимых по всем трем направлениям деятельности. Автор пре-
следовал основную цель— написать просто даже о сложном так,
чтобы пособие было полезно и школьнику, и учителю информа-
тики, и студенту, и преподавателю вуза.

Используемые обозначения

Для записи алгоритмов используется минимальное подмноже-
ство языка программирования Паскаль, синтаксис которого счита-
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ется очевидным. Перевод в другие системы программирования не
вызывает трудностей. Соответствие между используемой нотацией
Паскаля и языками C++ и визуальным Бейсиком приведено в при-
ложении 2. Не используются различного рода псевдокоды, которые
есть как в отечественной, так и в переводной литературе, по той
простой причине, чтобы читатель, набрав текст и уточнив логику,
мог получить действующую программу. Заглавные буквы, использу-
емые для выделения конструкций языка, кое-кого приводят в недо-
умение. Автор осознанно делает это, ибо фрагмент текста при этом
становится не монотонным, а образным и легче воспринимаемым.
Сочетание зрительного образа, вербального разъяснения и действий
с объектом, в данном случае с программой, по мнению психологов,
является наиболее действенным в системе восприятия и запомина-
ния человека.

В фигурных скобках {} даются комментарии. В угловых скобках
<>—фрагменты логики, описанные словами. Если в формулиров-
ке задачи не оговариваются параметры входных данных, например
значение n, то право выбора предоставлено читателю.

Благодарности

Автор выражает благодарность Тамаре Николаевне Котельнико-
вой, которая много лет приводит его рукописи в приличный с точки
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параграфов, за что им огромная признательность. Ульяна Алексан-
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ГЛАВА 1

ОСНОВНЫЕ МЕТОДЫ ДИСКРЕТНОЙ
МАТЕМАТИКИ (СЧЕТ И ПЕРЕБОР)

1.1. Счет и перебор

Приведем несколько примеров, в которых требуется подсчитать
количество объектов определенной природы.

Пример 1.1.Подсчитать количество последовательностейиз натураль-
ных чисел от 1 до n, в которыекаждое из этих чисел входит по одному разу.

На первое место в последовательности можно записать любое из n
чисел; на второе любое из оставшихся n−1 чисел и т. д. Общее коли-
чество последовательностей равно произведению 1 · 2 · 3 · . . . · (n− 1) · n.
Это произведение обозначают n! (читается как n факториал).

При n=7 значение n! = 5040, а при n=8—уже 40 320. Для вы-
числения и хранения чисел такого порядка в компьютере исполь-
зовать величину типа Integer нельзя. Аналогично и с величинами
типа LongInt, так как последнее значение n, для которого можно
сохранить значение факториала, равно 12 (13! = 6 227 020 800). Вы-
числение для больших значений n рассмотрено в книге [20].

Пример 1.2. Подсчитать количество единиц в двоичном пред-
ставлении целого положительного числа.

Рассмотрим величины типа Word. Длина двоичного представле-
ния чисел равна 16 битам (n=16). Например, в двоичной последо-
вательности 0101101001001001 содержится 7 единиц.

Первый вариант решения

Const n=16;
Var a, cnt, i:Word;
Begin

ReadLn(a);
cnt:=0;
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For i:=1 To n Do
If a And (1 ShL (i-1))=1 Then cnt:=cnt+1;
{a ShL b — сдвиг величины a влево на b разря-
дов}

WriteLn(cnt);
End.

За 16 операций сравнения вычисляется результат.
Примечание. Для вывода двоичного представления числа можно

использовать следующую простую процедуру.

Procedure Rec(x:Word);
Begin

If x>1 Then Rec(x Div 2);
Write(x Mod 2);

End;

Второй вариант решения

...
While a<>0 Do Begin
cnt:=cnt+1;
a:=a And (a-1);

End;
...

В этом случае количество операций пропорционально количе-
ству единиц в двоичном представлении числа. Используется тот
факт, что операция a And (a− 1) «убирает» одну единицу из дво-
ичного представления числа.

Например:

a 0101101001000000
a− 1 0101101000111111
a And (a− 1) 0101101000000000

Третий вариант решения. Вычисление за 4 операции независимо
от количества единиц в представлении числа.

Рассмотрим идею решения на примере. Дано 0101101001001001.
Пронумеруем биты справа налево. Выделим нечетные биты, а на ме-
сто четных битов запишем нулевые значения. Затем выделим четные
биты, на место нечетных битов запишем нулевые значения, сдвинем
получившуюся величину на 1 разряд вправо. Выполним обычное
сложение двух найденных величин. Результаты этих «манипуляций»
приведены в табл. 1.1.
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Таблица 1.1

16 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1

a 0 1 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1

Нечетные биты a 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1

Четные биты a, сдвинутые на
один разряд вправо 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0

Новое значение a 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 0 0 1 0 1

С новым значением a выполним аналогичную операцию, но те-
перь будем работать с группами из двух соседних битов. Действие
представлено в табл. 1.2.

Таблица 1.2

16 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1

a 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 0 0 1 0 1

Биты 1, 2, 5, 6, 9, 10, 13, 14 из
a 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1

Биты 3, 4, 7, 8, 11, 12, 15, 16
из a, сдвинутые на 2 разряда
вправо

0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

Новое значение a 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0

Продолжим вычисления. На этот раз группировать будем по
4 бита. Результаты преобразований см. в табл. 1.3.

Таблица 1.3

16 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1

a 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0

Биты 1, 2, 3, 4, 9, 10, 11, 12 из
a 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0

Биты 5, 6, 7, 8, 13, 14, 15, 16
из a, сдвинутые на 4 разряда
вправо

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1

Новое значение a 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1

И наконец, последний шаг представлен в табл. 1.4.

Таблица 1.4

16 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1

a 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1

Биты 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 из a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1

Биты 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16
из a, сдвинутые на 8 разрядов
вправо

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

Новое значение a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1

Значение a равно 7, это и есть ответ. Количество единиц в дво-
ичном представлении числа (или сумма значений разрядов слова)
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вычислено за четыре описанных действия. При n, равном 32, 64,
128, потребуется соответственно 5, 6 и 7 действий.

Const L=4;
C=Array[1..2*L] Of Word=($5555, $AAAA,
$3333, $CCCC, $0F0F, $F0F0, $00FF, $FF00);

Var a,s,i:Word;
Begin
ReadLn(a);
s:=1;
For i:=1 To L Do Begin

a:=(a And C[2*i-1])+((a And C[2*i]) ShR s);
s:=s ShL 1;

End;
WriteLn(a);

End.

Разъяснение записи констант приведено в табл. 1.5.
Таблица 1.5

16 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1

$5555 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1

$AAAA 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0

$3333 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1

$CCCC 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0

$0F0F 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1
$F0F0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0

$00FF 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1

$FF00 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0

Четвертый вариант решения (гипотетический). В таблице зара-
нее зафиксирован ответ для каждого целого положительного числа
заданного диапазона. Размер таблицы 2n

(при n=16 требуется хранить таблицу из
64 Кбайт при условии, что адресация осу-
ществляется на уровне байтов). Для боль-
ших значений n объем требуемой памя-
ти весьма значителен. Пусть n=3. Данные
приведены в табл. 1.6.

За одно обращение к памяти получа-
ется результат. Значение величины явля-
ется адресом ячейки памяти. Этот вариант
решения иллюстрирует один из фунда-
ментальных принципов информатики —

Таблица 1.6

Двоичное пред-
ставление числа
(является адресом
ячейки памяти)

Количество
единиц

(хранится
в памяти)

000 0
001 1

010 1

011 2

100 1

101 2

110 2
111 3
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«принцип косвенной адресации». Это первый аспект. Второй ас-
пект заключается в том, что, «ускоряясь» в одном, мы проигрываем
в другом. Выигрывая в быстродействии, проигрываем в памяти.
А если смысл в том, чтобы искать более эффективные (по како-
му-то из критериев!) алгоритмы? Компьютер обладает огромным
быстродействием, а мы говорим, что 16 операций— это плохо, а
4— хорошо, одна еще лучше, но слишком много требуется памяти.
Образно выражаясь, вся история информатики связана с борьбой
за эффективность алгоритмов работы как самого компьютера, так и
программ, и увеличение производительности компьютера не умень-
шает накала этой борьбы, ибо, как будет показано, этот рост не
решает многих проблем.

Общая постановка проблемы перебора.Пространство решения за-
дачи описывается семейством n упорядоченных множеств A1, A2, . . .
. . ., An (Ai могут и совпадать). Требуется ответить на вопрос, су-
ществует ли вектор (a1, a2, . . . , an), где a1∈A1, a2 ∈A2, . . ., an∈An,
удовлетворяющий определенным условиям, или перечислить все
возможные векторы, удовлетворяющие этим условиям. На стадии
предварительной обработки (до фактического перебора вариантов)
обычно исследуется структура множеств Ai с целью уменьшения
размерности или установления определенных зависимостей (задача
о ферзях, см. пример 1.3), позволяющих сократить перебор.

Пример 1.3. На шахматной доске n× n требуется расставить
n ферзей, не атакующих друг друга. Пусть n=8, и наша задача
заключается в поиске всех возможных расстановок ферзей.

Первый вариант решения. Из 64 клеток доски требуется выбрать
8 и проверить условие: будут ли ферзи атаковать друг друга, если
их поставить на эти клетки. Все Ai совпадают, и каждое множество
состоит из всех 64 клеток доски (i=1, 2, . . . , 8). Сокращение пе-
ребора определяется только тем фактом, что на одну клетку поля
нельзя ставить двух и более ферзей. Число способов расстановки
определяется числом способов выбора 8 клеток из 64 (число со-
четаний— C864), а это порядка 4,4 · 109 вариантов. Если пренебречь
временем проверки условия «атакуют— не атакуют», то и время ре-
шения задачи пропорционально этому значению.

Второй вариант решения. Каждый столбец поля может содержать
только одного ферзя. В каждом Ai уже не 64 элемента, а восемь,
что существенно сокращает перебор. Не задумываясь, ставим ферзя



[ . . . ]



22 Глава 1. Основные методы дискретной математики (счет и перебор)

Рассмотрим схему применения «правила 72» к оценке времени
работы программы на примере. Предположим, что есть алгоритм
типа AL3 с экспоненциальным временем работы, и задача с размер-
ностью n=40 решается за 10 секунд. При увеличении n на единицу
время возрастет на 12%. Это следует из анализа экспоненциальной
зависимости. Примем это как факт. «Правило 72» гласит, что при
увеличении n на 6 единиц время увеличится в 2 раза, а при увели-
чении n на 60 время увеличится в 1000 раз и составит 104 секунд.
Таким образом, при n=100 алгоритм работает 104 секунд, а при
n=160—в течение 107 секунд или примерно 8 часов.

Упражнения и задачи

1.1. Написать программу поиска всех способов расстановки
n ферзей на шахматной доске n× n клеток так, чтобы они не били
друг друга.

Примечание. В формулировках следующих задач слово «шахмат-
ная» не используется.

1.2. Путем поворота доски и зеркальных отображений часть рас-
становок ферзей совпадает. Назовем их симметричными. Изменить
решение предыдущей задачи так, чтобы осуществлялся поиск толь-
ко несимметричных расстановок.

1.3. Изменить решение задачи 1.1 так, чтобы находилась только
одна расстановка ферзей.

1.4. Написать программу поиска обхода конем доски n×m. Конь
должен побывать на каждой клетке доски только один раз. Началь-
ная позиция коня произвольна.

1.5. Решить задачу 1.4, используя следующее правило: конь оче-
редным ходом ставится на непройденную клетку не по правилу об-
хода возможных продолжений по «часовой стрелке», а в очередности
возрастания количества возможных ходов, которые можно сделать
из клетки-кандидата на очередной ход. Если таких клеток несколь-
ко, то выбирается любая.

1.6. Магараджа— это фигура, которая объединяет в себе ходы
коня и ферзя. Для доски 10× 10 написать программу поиска рас-
становки 10 мирных (не бьющих друг друга) магараджей.

1.7. Написать программу заполнения таблицы размером 5× 5
числами от 1 до 25 по следующему принципу. Если в клетку с ко-
ординатами (x, y) записано число i (1≤ i≤ 25), то число i+1 запи-
сывается в клетку с координатами (z, w), вычисляемыми по одному
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1.16. Задача о рюкзаке. Даны предметы n различных типов. Количе-
ство предметов каждого типа не ограничено. Каждый предмет типа i
имеет вес wi и стоимость vi, i=1, 2, . . ., n. Написать программу для
определения максимальной стоимости груза, вес которого равен W .

1.17. Задача о коммивояжере. Классическая формулировка зада-
чи известна уже более 200 лет: имеются n городов, расстояния между
которыми заданы; коммивояжеру необходимо выйти из какого-то
города, посетить остальные n− 1 городов точно по одному разу и
вернуться в исходный город. При этом маршрут коммивояжера дол-
жен быть минимальной длины (стоимости). Написать программу
решения задачи.

1.18. Написать программу расстановки на доске n× n (n=5)
n ферзей так, чтобы наибольшее число полей оказалось вне боя
ферзей.

1.19. Написать программу определения наименьшего числа фер-
зей, которых можно расставить на доске n× n так, чтобы они дер-
жали под боем все ее свободные поля.

1.20. Написать программу расстановки на доске как можно
большего количества ферзей так, чтобы при снятии любого из них
появлялось ровно одно неатакованное поле.

1.21. Найти решение рекуррентных соотношений [14]:
а) T (n) = 2T (

√
n) + log n; б) T (n) = 3T (n/4)+ n;

в) T (n) =T (2n/3)+ 1; г) T (n) = 3T (n/4)+ n log n;
д) T (n) = 2T (n/2)+ n log n.

Комментарии

Факты, изложенные в данной главе, так или иначе приводятся в
любом учебнике по дискретной математике. Пример 1.2 рассматри-
вается в [22]. Задача о расстановке ферзей общеизвестна, главное—
в особенностях ее изложения. Данные и действия над данными ин-
тегрируются в изложении в единое целое, и в результате получается
органическое целое под названием программа. Наиболее подроб-
ное изложение основной теоремы приведено в [14]. На качествен-
ном уровне в сжатом виде она приводится в [2] и сверхдетально
изложена в [29]. Эффект «комбинаторного взрыва»— компьютер-
ный фольклор, и его использование— это скорее дань уважения и
привязанности старым и добрым книгам (хоть и переизданным—
Бентли Дж. Жемчужины программирования.—СПб. : Питер, 2002),
входящим в «золотой фонд» классики по информатике.



ОКУЛОВ СтаниславМихайлович

Декан факультета информатики Вятского

государственного гуманитарного универ-

ситета, кандидат технических наук, доктор

педагогических наук, профессор. Автор

9 изобретений и автор (соавтор) 12 книг

по информатике для школьников и сту-

дентов.

Область интересов: развитие интеллек-

туальных способностей школьника при

активном изучении информатики, исследование ассоциативных

системобработкиинформации.

С 1993 по 2003 год деятельность в вузе совмещал с работой

учителя информатики. За это время его ученики отмечены

33 дипломами (1-й и 2-й степени) на Российских олимпиадах

школьников по информатике; трое из них представляли Россию

намеждународныхолимпиадах.




