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Ââåäåíèå

Âî âñå âðåìåíà ëþäè öåíèëè ìàòåìàòèêó çà åå òî÷íîñòü. Êàê

âû÷èñëèòü ïëîùàäü ïîìåùåíèÿ, ñêîëüêî çàïëàòèòü çà ïîêóï-

êó, êàêîâà ïðîèçâîäèòåëüíîñòü êàêîãî-ëèáî îáîðóäîâàíèÿ —

íà âñå ýòè âîïðîñû ìàòåìàòèêà äàåò òî÷íûé è îäíîçíà÷íûé

îòâåò.

Íî îêðóæàþùèé íàñ ìèð íå òàê ïðîñò è îäíîçíà÷åí, è ðå-

çóëüòàòû ìíîãèõ ÿâëåíèé çàðàíåå ïðåäñêàçàòü íåâîçìîæíî,

êàêîé áûïîëíîé èíôîðìàöèåéìûî íèõ íè ðàñïîëàãàëè.Íåëü-

çÿ, íàïðèìåð, ñêàçàòü íàâåðíÿêà, êàêîé ñòîðîíîé óïàäåò áðî-

øåííàÿ ââåðõ ìîíåòà, êîãäà â ñëåäóþùåì ãîäó âûïàäåò ñíåã,

âûçîâóò ëè âàñ ñåãîäíÿ ê äîñêå íà óðîêå ìàòåìàòèêè? Òàêèå íå-

ïðåäñêàçóåìûå ÿâëåíèÿ è ñîáûòèÿ â íàøåé æèçíè íàçûâàþò

ñëó÷àéíûìè. È êàê áû íè ñòàðàëèñü ìû âñå ó÷åñòü, ïðåäóñìîò-

ðåòü, ñïëàíèðîâàòü è äåéñòâîâàòü ñòðîãî â ñîîòâåòñòâèè ñ íàìå-

÷åííîéïðîãðàììîé, íàïðàêòèêåæèçíü êàæäîäíåâíî óáåæäà-

åò íàñ, ÷òî íåâîçìîæíî èñêëþ÷èòü ñëó÷àé.

Èìåííîïîýòîìó, äëÿ òîãî ÷òîáû àêòèâíîæèòü è òðóäèòüñÿ

â ìèðå, ãäå ñëó÷àéíîñòè âñòðå÷àþòñÿ íà êàæäîì øàãó, ÷åëî-

âå÷åñòâó âîëåé-íåâîëåé ïðèøëîñü ó÷èòûâàòü ñëó÷àé, ÷òî âûçâà-

ëî ïîÿâëåíèå ñïåöèàëüíûõ ðàçäåëîâ ìàòåìàòèêè — òåîðèè

âåðîÿòíîñòåé, êîìáèíàòîðèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñ-

òèêè.

Â ñîâðåìåííîé ïðàêòè÷åñêîé æèçíè ìû ïîñòîÿííî ñòàë-

êèâàåìñÿ ñ íåîáõîäèìîñòüþ âûáîðà, ïðèíÿòèåì ðåøåíèÿ, ñâÿ-

çàííîãî ñ ðèñêîì. ×àñòî íàì íåîáõîäèìî óìåòü îöåíèòü øàíñû

íà óñïåõ, ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè ïîëó÷àåìîé íàìè èíôîðìà-

öèè â âèäå ðåçóëüòàòîâ ñîöèîëîãè÷åñêèõ îïðîñîâ, ïðîãíîçà ïî-

ãîäû, ñâåäåíèé î áàíêîâñêèõ êðåäèòàõ è ò. ï. È êàæäûé ó÷åíèê

åæåäíåâíî ñòàëêèâàåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòíûìèñèòóàöèÿìè: óñïååò

âîâðåìÿ â øêîëó èëè îïîçäàåò, ñïðàâèòñÿ ëè îí ñ êîíòðîëü-

íîé ðàáîòîé, âûèãðàåò ëè åãî ëþáèìûé «Ñïàðòàê» â ïðåäñòîÿ-

ùåé âñòðå÷å? Ïðåäñòàâëåíèÿ î âåðîÿòíîñòè è äîñòîâåðíîñòè

ñîáûòèÿ, î ñïðàâåäëèâûõ è íåñïðàâåäëèâûõ èãðàõ íåîáõîäè-

ìû øêîëüíèêó äëÿ ïðèíÿòèÿ íàèëó÷øåãî âàðèàíòà ðåøåíèÿ.



Áåç ìèíèìàëüíîé âåðîÿòíîñòíî-ñòàòèñòè÷åñêîé ãðàìîòíîñ-

òè ñåãîäíÿ òðóäíî àäåêâàòíî âîñïðèíèìàòü ñîöèàëüíóþ, ýêîíî-

ìè÷åñêóþèïîëèòè÷åñêóþèíôîðìàöèþ, ïðèíèìàòü íà åå îñíî-

âå îáîñíîâàííûå ðåøåíèÿ.

Èçëîæåííûé â äàííîì ïîñîáèè ìàòåðèàë ïðåäíàçíà÷åí äëÿ

ó÷àùèõñÿ 5–9 êëàññîâ, íî îí ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûì ó÷èòå-

ëÿì ìàòåìàòèêè è ðîäèòåëÿì.
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Ãëàâà 1

Ðîëü è ìåñòî
âåðîÿòíîñòíî-ñòàòèñòè÷åñêîãî
ìàòåðèàëà â ñîâðåìåííîì
øêîëüíîì êóðñå ìàòåìàòèêè

Âêëþ÷åíèå âøêîëüíûåïðîãðàììûýëåìåíòîâêîìáèíàòîðèêè,

ñòàòèñòèêè è òåîðèè âåðîÿòíîñòåé (ñòîõàñòèêè) ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé îäèí èç âàæíåéøèõ àñïåêòîâ ìîäåðíèçàöèè ñîäåðæàíèÿ

øêîëüíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ.

Èìåííî ïîýòîìó â îáðàçîâàòåëüíûé ñòàíäàðò è øêîëüíûå

ïðîãðàììû ïî ìàòåìàòèêå îñíîâíîãî îáùåãî îáðàçîâàíèÿ ýëå-

ìåíòû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, êîìáèíàòîðèêè è ñòàòèñòèêè ââå-

äåíû,íàðÿäó ñ àëãåáðîéè ãåîìåòðèåé, âêà÷åñòâå ðàâíîïðàâíîé

îáÿçàòåëüíîé ñîñòàâëÿþùåé êóðñà ìàòåìàòèêè 5–9 êëàññîâ.

Ýòà ëèíèÿ çàíÿëà ñâîå ìåñòî íàðÿäó ñ òàêèìè ïðèâû÷íûìè ëè-

íèÿìè, êàê «Âûðàæåíèÿ è ïðåîáðàçîâàíèÿ», «×èñëà», «Ôóíê-

öèè», «Óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâà», «Ãåîìåòðè÷åñêèå ôèãóðû».

Ïðîäîëæåíèå èçó÷åíèÿ ìàòåðèàëà ýòîé ëèíèè ïðåäïîëàãàåòñÿ

è â ñòàðøèõ êëàññàõ.

Êàê æå ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ðàçäåëû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé,

êîìáèíàòîðèêè è ñòàòèñòèêè?

Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé îòíîñèòñÿ ê òåì ðàçäåëàììàòåìàòèêè,

êîòîðûå íàõîäÿò øèðîêîå ïðèìåíåíèå íà ïðàêòèêå. Îäíîé èç

îáëàñòåé ïðèìåíåíèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ÿâëÿþòñÿ ñòàòèñòè-

÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ.Ïåðåõîä îò ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé ê ïðî-

èçâîëüíûì ñîáûòèÿì, îïåðàöèÿì íàä íèìè ìîæåò ðàññìàòðè-

âàòüñÿ êàê íà îñíîâå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ ïîíÿòèé, òàê è

áåç ïðèâëå÷åíèÿ ïîíÿòèÿ «ìíîæåñòâî». Â ïåðâîì ñëó÷àå, èçó-

÷èâ îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè, èõ íàãëÿäíûå ìîäåëè â âèäå

äèàãðàìì Ýéëåðà, ó÷åíèêè ïåðåõîäÿò ê ðàññìîòðåíèþ ñîáûòèÿ

êàê ìíîæåñòâà, ñîñòîÿùåãî èç áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ åìó ýëå-

ìåíòàðíûõ ñîáûòèé. Èçó÷åíèå îïåðàöèé íàä ñîáûòèÿìè ïîë-

íîñòüþ àíàëîãè÷íî èçó÷åíèþ îïåðàöèé íàä ìíîæåñòâàìè.



Ðåøåíèå êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷ ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü è íà-

ãëÿäíî ïðåäñòàâèòü íàáîð âñåõ âîçìîæíûõ èñõîäîâ íåêîòîðîãî

èñïûòàíèÿ, îïûòà (èëè ñåðèè èñïûòàíèé). Áåç èñïîëüçîâàíèÿ

àïïàðàòà êîìáèíàòîðèêè âî ìíîãèõ âåðîÿòíîñòíûõ çàäà÷àõ

òðóäíî îïèñàòü âñå ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ.Ïîýòîìó âàæíîäàòü

ó÷åíèêàì íàãëÿäíîå, êîìïàêòíîå, çàïîìèíàþùååñÿ ïðåäñòàâ-

ëåíèå î òåõ ïðàêòè÷åñêèõ ñèòóàöèÿõ, ãäå èñïîëüçóþòñÿ êîìáè-

íàòîðíûå ïðèíöèïû ïîäñ÷åòà. Ýòî â ñâîþ î÷åðåäü äàåò âîçìîæ-

íîñòü âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè îïðåäåëåííîãî ñëó÷àéíîãî ñî-

áûòèÿ, ñâÿçàííîãî ñ ðàññìàòðèâàåìûìè èñõîäàìè.

Êðîìå ýòîãî íåêîòîðûå çàäà÷è êîìáèíàòîðèêè ïîìîãàþò ïî-

íÿòü ïðîèñõîæäåíèå çàêîíà íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿò-

íîñòåé — îñíîâû ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè.

Îñîáåííîñòè ñòîõàñòè÷åñêèõ óìîçàêëþ÷åíèé ïðîÿâëÿþò-

ñÿ, ïðåæäå âñåãî, â õîäå èíòåðïðåòàöèé ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèÿìà-

òåìàòè÷åñêîé çàäà÷è, âîçíèêøåé íà áàçå ñòàòèñòè÷åñêîé èíôîð-

ìàöèè.Ïîýòîéïðè÷èíåâîìíîãèõñëó÷àÿõîäíóèòóæåñòàòèñòè-

÷åñêóþ èíôîðìàöèþ ðàçíûå ëþäè ìîãóò òðàêòîâàòü ïî-ðàçíîìó.

Ìåòîäûìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè ïîçâîëÿþò ïîíÿòü ñìûñë

è îòâåòèòü íà ìíîãèå âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ èíôîðìàöèåé,

ïðåäñòàâëåííîé â âèäå ãðàôèêîâ, äèàãðàìì, òàáëèö è äð.

Â òðåáîâàíèÿõ ê óðîâíþ ïîäãîòîâêè âûïóñêíèêîâ îñíîâíîé

øêîëû ãîâîðèòñÿ: «Â ðåçóëüòàòå èçó÷åíèÿ ìàòåìàòèêè â îñíîâ-

íîéøêîëåó÷åíèêäîëæåíçíàòüâåðîÿòíîñòíûéõàðàêòåðìíîãèõ

çàêîíîìåðíîñòåé îêðóæàþùåãî ìèðà; ïðèìåðû ñòàòèñòè÷åñ-

êèõ çàêîíîìåðíîñòåé è âûâîäîâ; óìåòü:

� èçâëåêàòü èíôîðìàöèþ, ïðåäñòàâëåííóþ â òàáëèöàõ, íà

äèàãðàììàõ, ãðàôèêàõ; ñîñòàâëÿòü òàáëèöû, ñòðîèòü äèà-

ãðàììû è ãðàôèêè;

� íàõîäèòü ÷àñòîòó ñîáûòèÿ, èñïîëüçóÿ ñîáñòâåííûå íàáëþ-

äåíèÿ è ãîòîâûå ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå; íàõîäèòü âåðîÿò-

íîñòè ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ;

� èñïîëüçîâàòü ïðèîáðåòåííûå çíàíèÿ è óìåíèÿ â ïðàêòè-

÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè è ïîâñåäíåâíîé æèçíè äëÿ ñðàâíåíèÿ

øàíñîâ íàñòóïëåíèÿ ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé, äëÿ îöåíêèâå-

ðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ â ïðàêòè÷åñêèõ ñèòóàöè-

ÿõ, ñîïîñòàâëåíèÿ ìîäåëè ñ ðåàëüíîé ñèòóàöèåé».

Äëÿ âíåäðåíèÿ óêàçàííîãî ñîäåðæàíèÿ â ïðàêòèêó ñîçäàíû

ðåàëüíûå óñëîâèÿ. Èìååòñÿ ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêîå îáåñïå÷åíèå,
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ïîçâîëÿþùåå âêëþ÷àòü ýëåìåíòû êîìáèíàòîðèêè, ñòàòèñòèêè

è òåîðèè âåðîÿòíîñòåé â ó÷åáíûé ïðîöåññ. Ðÿä ó÷åáíèêîâ ñî-

äåðæèò ñîîòâåòñòâóþùèé ìàòåðèàë êàê îðãàíè÷åñêóþ ÷àñòü

êóðñà, ê äðóãèì ïîäãîòîâëåíû ñïåöèàëüíûå ïîñîáèÿ. Ïîìèìî

ýòîãî åñòü ïóáëèêàöèè, ðàñêðûâàþùèå ìåòîäèêó ïðåïîäàâà-

íèÿ íàçâàííîãî ìàòåðèàëà êàê ïî êîíêðåòíûì ó÷åáíèêàì, òàê

è â îáùåì ïëàíå.

1.1. Èç èñòîðèè âîïðîñà

Çàðîæäåíèå è ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ñâÿçàíû, â ïåð-

âóþ î÷åðåäü, ñ àçàðòíûìè èãðàìè è îòíîñÿòñÿ òàêæå ê XVII â.

Ïîíÿòíî, ÷òî îñíîâíîé âîïðîñ ñîñòîÿë â îïðåäåëåíèè ñòàâêè â

èãðå, â ïîèñêå õîäà, êîòîðûé ñ íàèáîëüøåé âåðîÿòíîñòüþ ïðè-

âîäèë áû ê âûèãðûøó. Íåêîòîðûå ýëåìåíòû òåîðèè âåðîÿòíîñ-

òåé áûëè èçâåñòíû çàäîëãî äî ýòîãî, íî òîëüêî ñ óêàçàííîãî âðå-

ìåíè ïîÿâèëèñü îáùèå ïðàâèëà è çàêîíû, êîòîðûå ïîçâîëÿëè

íà îñíîâå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà îïèñûâàòü è ðåøàòü âåðî-

ÿòíîñòíî-ñòàòèñòè÷åñêèå çàäà÷è.

Îñíîâàòåëÿìè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ïî ïðàâó ñ÷èòàþò Á. Ïàñ-

êàëÿ (1623–1662) è Ï. Ôåðìà (1601–1665). Íå ó êàæäîé íàóêè

åñòü òî÷íûé «äåíü ðîæäåíèÿ». Ó òåîðèè âåðîÿòíîñòåé òàêàÿ

óñëîâíàÿ äàòà åñòü — 28 îêòÿáðÿ 1654 ã., èìåííî òîãäà Áëåç

Ïàñêàëü íàïèñàë ñâîåìó êîëëåãå ÏüåðóÔåðìà î òîì, ÷òî «çàðî-

äèëñÿ íîâûé ðàçäåë ìàòåìàòèêè».

Ñèòóàöèè, ñâÿçàííûå ñ çàðîæäåíèåì òåîðèè âåðîÿòíîñòåé,

îêàçûâàþò âåñüìà çàìåòíîå âëèÿíèå è íà ñîâðåìåííîå èçëîæå-

íèå åå îñíîâ.Áðîñàíèåèãðàëüíûõêîñòåé, ïîäáðàñûâàíèåêóáè-

êà, âûáîðêàðò èç êîëîäû ñëóæàò óäîáíûì, äîñòóïíûìèïîíÿò-

íûì ñðåäñòâîì äëÿ ââåäåíèÿ ïîíÿòèé è èëëþñòðàöèè ïðèìåíå-

íèÿ çàêîíîâ ýòîé íàóêè ïðè ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ çàäà÷.

Ìíîãèå âàæíûåðåçóëüòàòûâ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé áûëèïîëó-

÷åíû â XVIII è XIX ââ. Ê îñíîâàòåëÿì ýòîãî ðàçäåëà ìàòåìàòè-

êè ñëåäóåò òàêæå îòíåñòè ß. Áåðíóëëè, Ï. Ëàïëàñà, Ê. Ãàóññà,

Ï. Ë. ×åáûøåâà. Íî òîëüêî â XX â. òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé ïðå-

âðàòèëàñü â ñòðîãóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ òåîðèþ. Âåäóùàÿ ðîëü â

ýòîì ïðèíàäëåæèò íàøåìó ñîîòå÷åñòâåííèêó, çàìå÷àòåëüíîìó

ñîâåòñêîìó ìàòåìàòèêó Àíäðåþ Íèêîëàåâè÷ó Êîëìîãîðîâó.

Êîìáèíàòîðèêà êàê ðàçäåë ìàòåìàòèêè âîçíèêëà âXVII â.

Ñ çàäà÷àìè, â êîòîðûõ ïðèõîäèëîñü âûáèðàòü òå èëè èíûå
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ïðåäìåòû, ðàñïîëàãàòü èõ â îïðåäåëåííîì ïîðÿäêå è îòûñêè-

âàòü ñðåäè âñåõ ðàñïîëîæåíèé ëó÷øèå, ëþäè ñòîëêíóëèñü åùå

â äðåâíèå âðåìåíà. Ðåøåíèå òàêèõ çàäà÷ áûëî ñâÿçàíî êàê ñ îáåñ-

ïå÷åíèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ïëåìåíè, ðîäà, ñ óñòàíîâëåíèåì èåðàð-

õè÷åñêèõ îòíîøåíèé, òîðãîâëåé, òàê è ñ êóëüòóðîé óêðàøåíèÿ

æèëèùà, îäåæäû. Êðîìå òîãî, êîìáèíàòîðíûå çàäà÷è îêàçà-

ëèñü ïîëåçíûìè è â ÷àñû äîñóãà. Îá ýòîì ãîâîðÿò ìíîãèå äðåâ-

íèå ðóêîïèñè, îáíàðóæåííûå â Êèòàå, Ãðåöèè, Èíäèè è äð.

Çíà÷èòåëüíûé òîë÷îê â ðàçâèòèè êîìáèíàòîðèêè äàëè àçàðò-

íûå èãðû, ïîëó÷èâøèå ñâîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîñëå êðåñòîâûõ

ïîõîäîâ. Íàèáîëåå øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëà èãðà â

êîñòè, â õîäå êîòîðîé íà ðîâíóþ ïîâåðõíîñòü âûáðàñûâàëèñü

äâà èëè òðè êóáèêà ñ íàíåñåííûìè íà èõ ãðàíè î÷êàìè. Ñòàâêó

çàáèðàë òîò, êòî âûáðàñûâàë íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî î÷êîâ.

Áûëî çàìå÷åíî, ÷òî íåêîòîðûå ñóììû âûïàäàþò ÷àùå, äðó-

ãèå — ðåæå. Ñòàëè ñîñòàâëÿòüñÿ ðàçëè÷íûå òàáëèöû, îòðàæà-

þùèå êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ, ïðè êîòîðûõ âûïàäàåò òà èëè èíàÿ

ñóììà î÷êîâ. Ïðåîäîëåâàÿ íåòî÷íîñòè âû÷èñëåíèé, óòî÷íÿÿ

óñëîâèÿ ïîäñ÷åòà, ðàñøèðÿÿ îáëàñòü èññëåäîâàíèÿ (íàïðèìåð,

ïåðåõîäÿ îò ñëó÷àÿ áðîñàíèÿ äâóõ êîñòåé ê áðîñàíèþ òðåõ êîñ-

òåé), áûëè ïîëó÷åíû ìíîãèå âàæíûå äëÿ ðàçâèòèÿ êîìáèíàòî-

ðèêè ðåçóëüòàòû.

Î÷åâèäíî, ÷òî ðåøåíèå êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷ íàïðÿìóþ ñâÿ-

çàíîñâîïðîñàìèîïðåäåëåíèÿâåðîÿòíîñòèñëó÷àéíîãîñîáûòèÿ.

Ïðèìåíåíèåì ìåòîäîâ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ïðè ðàáîòå ñî

ñòàòèñòè÷åñêîé èíôîðìàöèåé çàíèìàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòà-

òèñòèêà.

Òåðìèí «ñòàòèñòèêà» ïðîèñõîäèò îò ëàòèíñêîãî ñëîâà «ñòà-

òóñ» (status) — ñîñòîÿíèå. Ïåðâîíà÷àëüíî, â XVIII â., êîãäà

ñòàòèñòèêà íà÷àëà îôîðìëÿòüñÿ â íàó÷íóþ äèñöèïëèíó, äàí-

íûé òåðìèí ñâÿçûâàëñÿ ñ ñèñòåìîé îïèñàíèÿôàêòîâ, õàðàêòåðè-

çóþùèõ ñîñòîÿíèå ãîñóäàðñòâà.

Ñòàòèñòèêà èìååò äðåâíèå êîðíè è ìíîãîâåêîâóþ èñòîðèþ

ðàçâèòèÿ.

Îíà çàðîäèëàñü êàê ðåçóëüòàò îáîáùåíèÿ óæå äîñòàòî÷íî

ðàçâèòîé ñòàòèñòè÷åñêîé ïðàêòèêè, âûçâàííîé ïîòðåáíîñòÿìè

ðàçâèòèÿîáùåñòâà, íàïðèìåð: ïîäñ÷åòíàñåëåíèÿ, ñêîòà, ó÷åò çå-

ìåëüíûõ óãîäèé, èìóùåñòâà è ò. ä.

Îäíàêî åñëè ñáîð ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ íà÷àëñÿ â ñàìîé

ãëóáîêîé äðåâíîñòè, òî èõ îáðàáîòêà è àíàëèç, ò. å. çàðîæäåíèå

ñòàòèñòèêè êàê íàóêè, îòíîñÿòñÿ ê áîëåå ïîçäíåìó ïåðèîäó.
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Áîëüøîå âëèÿíèå íà ðàçâèòèå ìàòåìàòè÷åñêîãî íàïðàâëå-

íèÿ â ñòàòèñòèêå Ðîññèè îêàçàëè ðàáîòû ðóññêèõ ìàòåìàòè-

êîâ Ï. Ë. ×åáûøåâà (1821–1894), À. À. Ìàðêîâà (1856–1922),

À. Ì. Ëÿïóíîâà (1857–1918).

Ê íà÷àëó ÕÕ â. Ðîññèÿ áûëà îäíèì èç ïðèçíàííûõ öåíòðîâ

íàó÷íîé ñòàòèñòè÷åñêîé ìûñëè.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñòàòèñòèêà âêëþ÷àåò â ñåáÿ áîëüøîå è â òî

æå âðåìÿ áîëåå îïðåäåëåííîå ñîäåðæàíèå:

1) ñáîð ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâåäåíèé, ò. å. ñâåäåíèé, õàðàêòåðè-

çóþùèõ îòäåëüíûå åäèíèöû êàêèõ-ëèáî ìàññîâûõ ñîâî-

êóïíîñòåé;

2) ñòàòèñòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ïîëó÷åííûõ äàííûõ, çà-

êëþ÷àþùååñÿ â âûÿñíåíèè òåõ çàêîíîìåðíîñòåé, êîòî-

ðûå ìîãóò áûòü óñòàíîâëåíû íà îñíîâå äàííûõ ìàññîâîãî

íàáëþäåíèÿ;

3) ðàçðàáîòêó ïðèåìîâ ñòàòèñòè÷åñêîãî íàáëþäåíèÿ è àíà-

ëèçà ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ. Ýòî ñîáñòâåííî è ñîñòàâëÿ-

åò åå ñîäåðæàíèå.

Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà â êà-

÷åñòâå íàó÷íûõ òåîðèé ñôîðìèðîâàëèñü ãîðàçäî ïîçæå äðóãèõ

ðàçäåëîâ ìàòåìàòèêè.

Ïî ìíåíèþ Á. Â. Ãíåäåíêî, ñåé÷àñ óæå òðóäíî óñòàíîâèòü,

êòî âïåðâûå ïîñòàâèë âîïðîñ, ïóñòü äàæå â íåäîñòàòî÷íî ñîâåð-

øåííîé ôîðìå, î ñàìîé âîçìîæíîñòè êîëè÷åñòâåííîé îöåíêè

óâåðåííîñòè â ïîÿâëåíèè ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ.

Íåîáõîäèìîñòü èçó÷åíèÿ â øêîëå ýëåìåíòîâ òåîðèè âåðî-

ÿòíîñòåé, êîìáèíàòîðèêè è ñòàòèñòèêè ïðîïàãàíäèðîâàëàñü â

Ðîññèè áîëåå 100 ëåò íàçàä. Òàê, â 1899 ã. íà ñîâåùàíèè ïî âî-

ïðîñàì î ñðåäíåéøêîëå ïîïå÷èòåëüÌîñêîâñêîãî ó÷åáíîãî îêðó-

ãà ïðîôåññîðÏ. À. Íåêðàñîâ òàê âûñêàçàëñÿ ïî ïîâîäó ïðåäëî-

æåíèé î ñîêðàùåíèè ïðîãðàììû çà ñ÷åò èçúÿòèÿ òåîðèè ñî-

÷åòàíèé è áèíîìà Íüþòîíà: «Òåîðèÿ ñî÷åòàíèé ïðåäñòàâëÿåò

ñðåäñòâî äëÿ îäíîé èç âàæíåéøèõ ñïîñîáíîñòåé óìà — ñïîñîá-

íîñòè ïðåäñòàâëÿòü ÿâëåíèÿ â ðàçíûõ êîìáèíàöèÿõ. Ýòà ñïî-

ñîáíîñòü íóæíà â æèçíè âñÿêîìó».

Ó îòå÷åñòâåííîé øêîëû åñòü îïûò ïðåïîäàâàíèÿ îñíîâ ñòî-

õàñòèêè â ïåðèîä ðåôîðìû 60–70 ãîäîâ XX â. Îäíàêî îí â îñíîâ-

íîìíåãàòèâíûé, òàê êàêìàòåðèàë îêàçàëñÿôîðìàëüíûì, ñëîæ-

íûì äëÿ èçó÷åíèÿ è ïîýòîìó ïëîõî óñâàèâàëñÿ. Ýòî ïðèâåëî

ê åãî èçúÿòèþ èç øêîëüíîé ïðîãðàììû.
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Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðàññìîòðåíèå ðàçëè÷íûõ ñòðàòåãèé è òàê-

òèê îáó÷åíèÿ ýëåìåíòàì ñòîõàñòèêè â ñðåäíåé øêîëå èìååò

ñâîèõ ïðîòèâíèêîâ. Òàê, È. Ñ. Èâàøåâ-Ìóñàòîâ ñëåäóþùèì

îáðàçîì îáîñíîâûâàåò ñâîþ òî÷êó çðåíèÿ ïî ýòîìó âîïðîñó:

«…ðåøåíèå âåðîÿòíîñòíûõ çàäà÷ ñ ñàìîãî íà÷àëà òðåáóåò ñó-

ùåñòâåííîãî ïðèâëå÷åíèÿ èíòóèöèè è çäðàâîãî ñìûñëà. Ýòî

àáñîëþòíî íå ïðèñóùå êóðñó ìàòåìàòèêè â ñðåäíåé øêîëå.

Ïîýòîìó ââåäåíèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé â ñðåäíåéøêîëå ïðîòè-

âîïîêàçàíî» [5, ñ. 63].

Êóðñ ÿâëÿåòñÿ íîâûì äëÿ ñîâðåìåííîé øêîëû. Ïðîïåäåâ-

òèêà îñíîâíûõ ïîíÿòèé íà èíòóèòèâíîì, íàãëÿäíîì óðîâíå

ïðåäïîëàãàåòñÿ â 5–6 êëàññàõ, à â 7–9 êëàññàõ — ïîñòðîåíèå,

èçó÷åíèå è ïðèìåíåíèå áàçîâûõ âåðîÿòíîñòíî-ñòàòèñòè÷åñêèõ

ìîäåëåé. Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíû äâà ïåðâûõ ýòàïà ðàáîòû

íàä ïîíÿòèÿìè è ìåòîäàìè ñòîõàñòèêè. Ýòè ðåêîìåíäàöèè èç-

ëîæåíû â ïèñüìå Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ ÐÔ îò 23 äåêàáðÿ

2003 ã.: «Èçó÷åíèå ýëåìåíòîâêîìáèíàòîðèêè, ñòàòèñòèêèè òåî-

ðèè âåðîÿòíîñòåé öåëåñîîáðàçíî íà÷àòü â 5–6 êëàññàõ èëè â

7 êëàññå — â çàâèñèìîñòè îò ñèñòåìû èçëîæåíèÿ â ó÷åáíèêå,

ïî êîòîðîìó âåäåòñÿ ïðåïîäàâàíèå. Íåîáõîäèìîå âðåìÿ ìîæåò

áûòü íàéäåíî çà ñ÷åò îòêàçà îò ðàññìîòðåíèÿ ñ ó÷àùèìèñÿ

âîïðîñîâ, êîòîðûå íå âõîäÿò â îáÿçàòåëüíûé ìèíèìóì ñîäåð-

æàíèÿ îñíîâíîé øêîëû (êîðåíü ñòåïåíè n, ñòåïåíü ñ äðîáíûì

ïîêàçàòåëåì, ìåòîä èíòåðâàëîâ, òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ìàòåðèàë

â êóðñå àëãåáðû), íî ñîõðàíÿåòñÿ â ðÿäå ó÷åáíèêîâ è â ïðàêòèêå

ðàáîòû ó÷èòåëåé».

Ðåçóëüòàòû ïðîâåäåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîçâîëÿþò óòâåðæ-

äàòü, ÷òî îñíîâû îïèñàòåëüíîé ñòàòèñòèêè, òàáëèöû è ñòîëá÷à-

òûå äèàãðàììû, îñíîâû êîìáèíàòîðèêè, ñèñòåìàòè÷åñêèé ïå-

ðåáîð âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ íà íåáîëüøîì ìíîæåñòâå ïðåäìå-

òîâ âîçìîæíî è äàæåíåîáõîäèìî ââîäèòü óæå âêóðñ íà÷àëüíîé

øêîëû.

Âíàñòîÿùåå âðåìÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ ëèíèÿ â òîìèëèèíîì âèäå

èçëîæåíà àâòîðñêèìè êîëëåêòèâàìè ïðàêòè÷åñêè âñåõ ó÷åáíè-

êîâ, óêàçàííûõ â êîìïëåêòå Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàó-

êè ÐÔ. Îíè îòëè÷àþòñÿ êàê ëîãèêîé ïîñòðîåíèÿ êóðñà, òàê è

õàðàêòåðîì åãî âçàèìîñâÿçè ñ êóðñàìè àëãåáðû è ãåîìåòðèè

(ïðåäñòàâëåíèå âîïðîñîâ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé êàê îòäåëüíîãî

êóðñà è ââåäåíèå ýëåìåíòîâ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé â äåéñòâóþ-

ùèå êóðñû àëãåáðû è ãåîìåòðèè â êà÷åñòâå èõ îðãàíè÷åñêîé

÷àñòè).
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1.2. Ðàçëè÷íûå òðàêòîâêè îñíîâíûõ ïîíÿòèé
âåðîÿòíîñòíî-ñòàòèñòè÷åñêîé ëèíèè

Îñòàíîâèìñÿ íà íåêîòîðûõ îáùèõ âîïðîñàõ.

Ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè.

1. Êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè. Åñëè â íåêî-

òîðîì èñïûòàíèè ñóùåñòâóåò n ðàâíîâîçìîæíûõ èñõî-

äîâ èm èç íèõ áëàãîïðèÿòñòâóþò ñîáûòèþÀ, òî âåðîÿò-

íîñòüþ Ð(À) íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ À íàçûâàþò îòíîøå-

íèå
m

n
è çàïèñûâàþò

Ð(À) =
m

n
.

2. Ñòàòèñòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè. Îòíîñèòåëü-

íîé ÷àñòîòîé ñîáûòèÿÀ â äàííîé ñåðèè èñïûòàíèé íàçû-

âàþò îòíîøåíèå ÷èñëà èñïûòàíèéÌ, â êîòîðûõ ýòî ñîáû-

òèå ïðîèçîøëî, ê ÷èñëó âñåõ ïðîâåäåííûõ èñïûòàíèéN.

Ïðè ýòîì ÷èñëîÌ íàçûâàþò ÷àñòîòîé ñîáûòèÿÀ.

Ïîä ñòàòèñòè÷åñêîé âåðîÿòíîñòüþ ïîíèìàþò ÷èñ-

ëî, îêîëî êîòîðîãî êîëåáëåòñÿ îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà ñî-

áûòèÿ ïðè áîëüøîì ÷èñëå èñïûòàíèé.

3. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ âåðîÿòíîñòü.ÏóñòüU —íåêîòîðàÿôè-

ãóðà íà ïëîñêîñòè, S(U) — åå ïëîùàäü, À — ÷àñòü U ñ

ïëîùàäüþ S(À). Êàæäàÿ òî÷êà ôèãóðû U — ýëåìåíòàð-

íîå ñîáûòèå u. Áóäåì ñ÷èòàòü ðàâíûìè âåðîÿòíîñòè ïîïà-

äàíèÿ ñëó÷àéíî âûáðàííîé òî÷êè u (u � U) â ôèãóðû

A � U, B � U ñ ðàâíûìè ïëîùàäÿìè S(À) = S(Â).

ÂåðîÿòíîñòüÐ(À) ïîïàäàíèÿ òî÷êè u â ôèãóðóÀ îïðå-

äåëÿåòñÿ êàê îòíîøåíèå ïëîùàäåé

Ð(À) =
S A

S U

( )

( )
.

Àíàëîãè÷íî ñòðîèòñÿ îïðåäåëåíèå ãåîìåòðè÷åñêîé âåðî-

ÿòíîñòè, åñëè â êà÷åñòâå âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþùåé

ôèãóðó (îòðåçîê, äóãà, òðåõìåðíîå òåëî), ðàññìàòðèâàåòñÿ

åå äëèíà (äëèíà îòðåçêà, äëèíà äóãè) èëè îáúåì òåëà.

4. Àêñèîìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè. Ðàññìàò-

ðèâàåòñÿ íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ��U u u u� 1 2 3, , ..., , ýëåìåí-

òû êîòîðîãî áóäåì íàçûâàòü ýëåìåíòàðíûìè ñîáûòèÿìè.
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Ëþáîå ïîäìíîæåñòâî ��A u u ut t tm�
1 2
, , ..., ìíîæåñòâà U

íàçîâåì ñîáûòèåì. Âñå ìíîæåñòâî U — ýòî äîñòîâåðíîå

ñîáûòèå, ïóñòîå ìíîæåñòâî � — íåâîçìîæíîå ñîáûòèå.

Ñóììà À + Â è ïðîèçâåäåíèå ÀÂ ñîáûòèé îïðåäåëÿþòñÿ

êàê ñóììà (îáúåäèíåíèå) è ïðîèçâåäåíèå (ïåðåñå÷åíèå)

ìíîæåñòâÀ èÂ. Åñëè ïðîèçâåäåíèåÀÂ ïóñòî, òî ñîáûòèÿ

À è Â íàçûâàþòñÿ íåñîâìåñòíûìè.

Ñîáûòèå A, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ýëåìåíòîâ ut, íå âõîäÿ-

ùèõ â À, íàçûâàåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûì ñîáûòèþ À. Ñî-

áûòèÿAèA óäîâëåòâîðÿþòóñëîâèÿìÀA=�, À + A = U.

Òåïåðü îïðåäåëèì âåðîÿòíîñòü Ð(À) ñîáûòèÿÀ.

Ïóñòü êàêèì-ëèáî îáðàçîì çàäàíû ÷èñëà p(ut) (1 � t � n),

óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì p(ut) � 0, p(u1) + p(u2) +…+

+ p(un) = 1. Ýòè ÷èñëà íàçûâàþò ýëåìåíòàðíûìè âåðîÿò-

íîñòÿìè.

Âåðîÿòíîñòü Ð(À) ñîáûòèÿ ��A u u ut t tm�
1 2
, , ..., îïðåäå-

ëèì ðàâåíñòâîìP A p u p u p ut t tm( ) ( ) ( ) ... ( )� 	 	 	
1 2

.

Òàê, îïðåäåëåííàÿ âåðîÿòíîñòü P(À) äîëæíà óäîâëåò-

âîðÿòü ñëåäóþùèì àêñèîìàì.

Àêñèîìà 1. Äëÿ ëþáîãî ñîáûòèÿA

P(À) � 0.

Àêñèîìà 2. Äëÿ äîñòîâåðíîãî ñîáûòèÿU

P(U) = 1.

Àêñèîìà 3. Äëÿ ëþáûõ ïîïàðíî íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé

A1,A2, …,Am

P(A1 +A2 +…+ Am) = P(A1) + P(A2) +…+ P(Am) .

Èç ýòèõ àêñèîì ñëåäóåò, ÷òî P(�) = 0 è P(A) = 1 – P(À).

Ïðîâåäåììåòîäè÷åñêèé àíàëèç ðàçëè÷íûõïîäõîäîâ ê îïðå-

äåëåíèþ âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ.

Íà íà÷àëüíîì ýòàïå êàæäûé øêîëüíèê äîëæåí íàó÷èòüñÿ

îïðåäåëÿòü ìíîæåñòâî èñõîäîâ èñïûòàíèÿ.Ïðè ââåäåíèè âåðî-

ÿòíîñòè äëÿ èñïûòàíèÿ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì èñõîäîâ ìîæíî èñ-

ïîëüçîâàòü êàê êëàññè÷åñêîå, òàê è ñòàòèñòè÷åñêîå îïðåäå-

ëåíèÿ âåðîÿòíîñòè.

Îäíàêî, ïî ìíåíèþ âåíãåðñêîãî ìàòåìàòèêàÀ. Ðåíüè, êëàñ-

ñè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè ñîâñåì íå ÿâëÿåòñÿ îïðåäå-
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ëåíèåì âåðîÿòíîñòè, à ëèøü îïèñûâàåò ìåòîä åå âû÷èñëåíèÿ

â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ.

Òàê, âøêîëüíîé ýíöèêëîïåäèè [14] äàåòñÿ ñëåäóþùåå ðàçú-

ÿñíåíèå: «Åñëè îïûò òàêîâ, ÷òî îí ïîäðàçäåëÿåòñÿ òîëüêî íà

êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, êîòîðûå ê òîìó æå ÿâ-

ëÿþòñÿ ðàâíîâåðîÿòíûìè, òî ãîâîðÿò, ÷òî ðå÷ü èäåò î êëàññè-

÷åñêîì ñëó÷àå. Äëÿ îïûòîâ ýòîãî òèïà òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé

ðàçðàáàòûâàë åùå Ëàïëàñ. Ïðèìåðàìè òàêèõ îïûòîâ ÿâëÿåòñÿ

áðîñàíèå ìîíåòû (äâà ðàâíîâåðîÿòíûõ ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèÿ)

èëè áðîñàíèå èãðàëüíîé êîñòè (øåñòü ðàâíîâåðîÿòíûõ ýëåìåí-

òàðíûõ ñîáûòèé).

Â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå èç àêñèîì äëÿ âåðîÿòíîñòè Ð(À) ñî-

áûòèÿÀ ïîëó÷àåì:

P(A) = (×èñëî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé,

áëàãîïðèÿòíûõ äëÿÀ)/(×èñëî âñåõ âîçìîæíûõ

ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé).

Ïîä ýëåìåíòàðíûì ñîáûòèåì, áëàãîïðèÿòíûì äëÿ A, ïîíè-

ìàþò ñîáûòèå, îñóùåñòâëåíèå êîòîðîãî âåäåò ê îñóùåñòâëå-

íèþ A.

Êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ

áàçèðóåòñÿ íà ïîíÿòèè ðàâíîâåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé,

êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, îñíîâûâàåòñÿ íà èíòóèöèè è çäðàâîì

ñìûñëå. Êîíå÷íî, êàæäûé øêîëüíèê áåç òðóäà âîñïðèíèìàåò

êàê ðàâíîâîçìîæíûå ñîáûòèÿ âûïàäåíèå «îðëà» è âûïàäåíèå

«ðåøêè» ïðè ïîäáðàñûâàíèè îäíîé ìîíåòû. Íî åñëè ïîäáðàñû-

âàþòñÿ äâå ìîíåòû, òî âûÿâëåíèå ðàâíîâîçìîæíûõ èñõîäîâ

óæå íå òàêàÿ ïðîñòàÿ çàäà÷à.

Àíàëèç ìàòåðèàëà, ïîñâÿùåííîãî èçëîæåíèþ ýëåìåíòîâ òåî-

ðèè âåðîÿòíîñòåé, ó ðàçëè÷íûõ àâòîðîâ ó÷åáíèêîâ è ó÷åáíûõ

ïîñîáèé õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî ñíà÷àëà ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ

êëàññè÷åñêîé è ñòàòèñòè÷åñêîé âåðîÿòíîñòè. Êàæäûé èç íàñ

äîëæåí ïîíèìàòü, ÷òî êëàññè÷åñêîå è ñòàòèñòè÷åñêîå îïðåäå-

ëåíèÿ âåðîÿòíîñòè íå ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè: ïåðâîå ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòíûé ñëó÷àé âòîðîãî, êîãäà èìååòñÿ ñèììåò-

ðèÿ èñõîäîâ èñïûòàíèÿ.

Îòìåòèì ïîëîæèòåëüíûå ìîìåíòû ââåäåíèÿ êëàññè÷åñêîãî

îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè äî åå ñòàòèñòè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ.

1. Îíî ñâÿçàíî ñ îïûòîì (èñïûòàíèåì), ðàñïàäàþùèìñÿ íà

êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, êîòîðûå ê òîìó
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