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Ìîåé æåíå Ñåëåñòå è ìîèì äå-

òÿì Ìåëèññå, Àìàíäå è Áðàé-

àíó.

Ðàññ Ìèëëåð

Ìîåé æåíå Ëèíäå è ìîèì äå-

òÿì Ðîáèíó è Ìýòüþ.

Ëîðåíñ Áîêñåð

ПРЕДИСЛОВИЕ

Ãëàâíîé çàäà÷åé êîìïüþòåðíîé íàóêè ÿâëÿþòñÿ ðàçðàáîòêà,

àíàëèç, ïðèìåíåíèå è íàó÷íàÿ îöåíêà àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ âàæ-

íûõ çàäà÷. Êðîìå òîãî, êîìïüþòåðíûì ñïåöèàëèñòàì ïðåäëàãà-

þòñÿ íîâûå çàäà÷è â îáëàñòè âû÷èñëèòåëüíîé íàóêè è òåõíèêè,

âêëþ÷àÿ ïðîáëåìû èç âû÷èñëèòåëüíîé áèîëîãèè, âû÷èñëèòåëü-

íîé äèíàìèêè æèäêîñòåé è âû÷èñëèòåëüíîé õèìèè, åñëè ïåðå-

÷èñëÿòü òîëüêî íåñêîëüêî. Ïî ìåðå òîãî êàê ïàðàëëåëüíûå ïðî-

öåññû çàíèìàþò âñå áîëåå âàæíîå ìåñòî ïðè âû÷èñëåíèÿõ, äëÿ

ñòóäåíòîâ è ó÷åíûõ ñòàíîâèòñÿ âñå âàæíåå ïîíèìàòü âîçìîæíî-

ñòè ïðèìåíåíèÿ è àíàëèçà ïðèìåðîâ àëãîðèòìîâ êàê â (òðàäèöè-

îííîé) ïîñëåäîâàòåëüíîé ìîäåëè âû÷èñëåíèé, òàê è â ðàçëè÷-

íûõ ïàðàëëåëüíûõ ìîäåëÿõ.

Ìíîãèå ôàêóëüòåòû èíôîðìàòèêè ïðåäëàãàþò êóðñû «Àíàëèç

àëãîðèòìîâ», «Àëãîðèòìû», «Ââåäåíèå â àëãîðèòìû» èëè «Ñòðóê-

òóðû äàííûõ è àëãîðèòìû» íà ìëàäøåì è ñòàðøåì óðîâíÿõ. Êðî-

ìå òîãî, êóðñ «Àíàëèç àëãîðèòìîâ» òðåáóåòñÿ äëÿ áîëüøèíñòâà

àñïèðàíòîâ, ïîëó÷àþùèõ ñòåïåíü â êîìïüþòåðíîé íàóêå. Â 80-õ

ãîäàõ XX âåêà â áîëüøèíñòâå èç ýòèõ ïðåäëàãàåìûõ êóðñîâ äåëàë-

ñÿ àêöåíò íà àëãîðèòìû äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ êîìïüþòåðîâ

(ôîí Íåéìàí). Â äåéñòâèòåëüíîñòè êóðñû, îõâàòûâàþùèå ââåäå-

íèå â ïàðàëëåëüíûå àëãîðèòìû, ñòàëè ïîÿâëÿòüñÿ íà ôàêóëüòåòàõ

ñ èññëåäîâàòåëüñêîé íàïðàâëåííîñòüþ íå ðàíåå êîíöà 80-õ ãîäîâ

XX â. Êðîìå òîãî, ýòè êóðñû ïî ïàðàëëåëüíûì àëãîðèòìàì îáû÷-

íî ïðåäëàãàëèñü ïðîäâèíóòûì àñïèðàíòàì. Îäíàêî ê íà÷àëó 90-õ

ãîäîâ êóðñû ïî ïàðàëëåëüíûì âû÷èñëåíèÿì íà÷àëè ïîÿâëÿòüñÿ è

äëÿ ñòóäåíòîâ, îñîáåííî â ïåðåäîâûõ êîëëåäæàõ ñ ÷åòûðåõëåòíèì

ñðîêîì îáó÷åíèÿ.

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî â òå÷åíèå áîëüøåé ÷àñòè 90-õ ãîäîâ

XX âåêà òðàäèöèîííûå êóðñû ïî àëãîðèòìàì èçìåíèëèñü î÷åíü



íåçíà÷èòåëüíî. Ïîñòåïåííî òàêèå êóðñû íà÷àëè âêëþ÷àòü ýëå-

ìåíòû ïàðàëëåëüíûõ àëãîðèòìîâ, îáû÷íî îò îäíîé äî òðåõ íåäåëü

ãäå-òî â êîíöå ñåìåñòðà. Îäíàêî â êîíöå 90-õ áûëî óæå âïîëíå

ïðèâû÷íî âñòðåòèòü àëãîðèòìè÷åñêèå êóðñû, ãäå òðåòü ìàòåðèàëà

áûëà ïîñâÿùåíà ïàðàëëåëüíûì àëãîðèòìàì.

Â ýòîé êíèãå ìû èñïîëüçóåì ñîâñåì äðóãîé ïîäõîä ê òðàäèöè-

îííûì àëãîðèòìè÷åñêèì êóðñàì. Ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëåíèÿ çà-

íèìàþò áîëåå âàæíîå ìåñòî, ò. ê. ïðèëàâêè çàïîëíèëè íåáîëü-

øèå ìíîãîïðîöåññîðíûå ìàøèíû (êîòîðûå ìîãóò áûòü çàêàçàíû

ïî ïî÷òå èç âàøåãî ëþáèìîãî ñïèñêà ïðîäàâàåìûõ òîâàðîâ) è

ïîòîìó, ÷òî ðàñïðåäåëåííûå âû÷èñëèòåëüíûå ñèñòåìû óñïåøíî

ýêñïëóàòèðóþòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû âåðèì, ÷òî íàñòàëî âðåìÿ

ïðåïîäàâàòü ôóíäàìåíòàëüíûé êóðñ ïî àëãîðèòìàì, îõâàòûâàþ-

ùèé ïðèìåðû êàê ïîñëåäîâàòåëüíûõ, òàê è ïàðàëëåëüíûõ ìîäå-

ëåé. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, íàø ïîäõîä ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îáúå-

äèíèòü â êóðñå ðàññìîòðåíèå ïàðàëëåëüíûõ è ïîñëåäîâàòåëüíûõ

àëãîðèòìîâ.

Ôèëîñîôèÿ ýòîé êíèãè ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îñâåòèòü òàêóþ

ïàðàäèãìó, êàê «ðàçäåëÿé è âëàñòâóé», è çàòåì ðàññìîòðåòü âî-

ïðîñû åå ïðèìåíåíèÿ êàê äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ, òàê è äëÿ ïà-

ðàëëåëüíûõ ìîäåëåé. Ââèäó òîãî ÷òî ìû ïðåäñòàâëÿåì ðàçðàáîòêó

è àíàëèç ïðèìåðîâ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ è ïàðàëëåëüíûõ ìîäå-

ëåé, ÷èòàòåëü ìîæåò çàìåòèòü, ÷òî êîëè÷åñòâî ïðèìåðîâ, êîòî-

ðûå ìû ìîæåì îñâåòèòü â òå÷åíèå ñåìåñòðà, îãðàíè÷åíî.

Íåêîòîðûå ðàçäåëû ýòîé êíèãè áûëè óñïåøíî îïðîáîâàíû

ïðè îáó÷åíèè àñïèðàíòîâ è ñòóäåíòîâ Óíèâåðñèòåòà øòàòà Íüþ-

Éîðê â Áóôôàëî.

Ïðåäâàðèòåëüíûå óñëîâèÿ: ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ÷èòàòåëü

èìååò îñíîâíûå çíàíèÿ ïî ñòðóêòóðàì äàííûõ. Òî åñòü ÷èòàòåëþ

äîëæíû áûòü ÿñíû ïîíÿòèÿ ñòåêà, î÷åðåäè, ñïèñêà è äâîè÷íîãî

äåðåâà íà òîì óðîâíå, íà êîòîðîì îáû÷íî ïðåïîäàþò íà êóðñå

CS2 (Computer Science, èíôîðìàòèêà). ×èòàòåëü òàêæå äîëæåí

áûòü çíàêîì ñ îñíîâàìè äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷å-

ñêîãî àíàëèçà. Îñîáåííî õîðîøî ÷èòàòåëü äîëæåí çíàòü ïðåäåëû,

ñóììèðîâàíèå è èíòåãðàëû.

Обзор глав

Èñõîäíûå äàííûå êóðñà ïðåäñòàâëåíû â ãëàâàõ 1, 2 è 3. Â ãëà-

âå 1 ââîäèòñÿ ïîíÿòèå àñèìïòîòè÷åñêîãî àíàëèçà. Õîòÿ ÷èòàòåëü,

âîçìîæíî, âñòðå÷àë ÷àñòü ýòîãî ìàòåðèàëà â êóðñå ïî ñòðóêòóðàì
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äàííûõ, ìû ïðåäñòàâëÿåì ýòîò ìàòåðèàë äîâîëüíî ïîäðîáíî. ×è-

òàòåëü, íå çíàêîìûé ñ íåêîòîðûìè âàæíûìè, áàçèñíûìè ìî-

ìåíòàìè íà÷àëüíîãî êóðñà èñ÷èñëåíèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé,

âîçìîæíî, çàõî÷åò îñâåæèòü ïîíÿòèÿ, òàêèå êàê ïðåäåë, ñóììè-

ðîâàíèå è èíòåãðàë, è ïðîèçâîäíûå îò íèõ, ò. ê. îíè åñòåñòâåííî

ïîÿâÿòñÿ â ïðåäñòàâëåíèè è ïðèëîæåíèè àñèìïòîòè÷åñêîãî àíà-

ëèçà. Â ãëàâå 2 äåëàåòñÿ àêöåíò íà îñíîâû èíäóêöèè è ðåêóðñèè.

Òàê êàê ìíîãèå ñòóäåíòû âñòðå÷àëèñü ñ ýòèì ìàòåðèàëîì â ïðå-

äûäóùèõ êóðñàõ èíôîðìàòèêè è/èëè ìàòåìàòèêè, ìû ñî÷ëè íå-

îáõîäèìûì ðàññìîòðåòü ýòîò ìàòåðèàë êðàòêî è ïðåäîñòàâèëè

ñòóäåíòàì ññûëêè, ÷òîáû ó íèõ áûëà âîçìîæíîñòü ñîñòàâëåíèÿ

íåîáõîäèìîãî îáçîðà. Â ãëàâå 3 ìû ïðåäñòàâëÿåì Îñíîâíîé ìå-

òîä, î÷åíü ïîëåçíóþ (òèïà ïîâàðåííîé êíèãè) ñèñòåìó îöåíêè

ðåêóððåíòíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûå ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ, êîãäà ðå÷ü

èäåò îá àëãîðèòìàõ.

Ãëàâà 4 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáçîð êîìáèíàöèîííûõ ñõåì è

ñîðòèðóþùèõ ñåòåé. Ýòîò îáçîð ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ìîòèâà-

öèè åñòåñòâåííîãî èñïîëüçîâàíèÿ ïàðàëëåëüíûõ ìîäåëåé è ïðî-

äåìîíñòðèðîâàòü ñî÷åòàåìîñòü àðõèòåêòóðíîãî è àëãîðèòìè÷åñêî-

ãî ïîäõîäîâ. Â ãëàâå 5 ââîäÿòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûå ìîäåëè

âû÷èñëåíèé, â òîì ÷èñëå RAM (Random Access Machine) (ôîð-

ìàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíàÿ àðõèòåêòóðà) è ðàçíîîáðàçíûå ïàðàë-

ëåëüíûå ìîäåëè âû÷èñëåíèé. Ñðåäè ïðî÷èõ èçó÷àþòñÿ òàêèå ïà-

ðàëëåëüíûå ìîäåëè êàê PRAM (Parallel RAM), ìàòðè÷íûå ñåòè

ïðîöåññîðîâ è ãèïåðêóá. Êðîìå òîãî, â ãëàâå 5 ââîäÿòñÿ òåðìè-

íû, òàêèå êàê ðàçäåëÿåìàÿ ïàìÿòü è ðàñïðåäåëåííàÿ ïàìÿòü.

Îñíîâíûì ïðåäìåòîì èçó÷åíèÿ â ãëàâå 6 ÿâëÿåòñÿ âàæíàÿ çà-

äà÷à óìíîæåíèÿ ìàòðèö, ðàññìàòðèâàåìàÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîäå-

ëåé âû÷èñëåíèé. Ýòî î÷åíü ìîùíàÿ îïåðàöèÿ ñ ðàçíîîáðàçíûìè

ñïîñîáàìè ïðèëîæåíèÿ. Ìû îáñóäèì ïðèìåíåíèå è àíàëèç äëÿ

íåêîòîðûõ ìîäåëåé, ïðåäñòàâëåííûõ â ãëàâå 5, è ïðèâåäåì ïðè-

ìåðû ïðèëîæåíèÿ. Â ãëàâå 8 ìû ââåäåì ìåòîä ïåðåõîäà ïî óêàçà-
òåëþ è ïîêàæåì, êàê íåêîòîðûå àëãîðèòìû, îñíîâàííûå íà ñïè-

ñêàõ, ìîãóò ýôôåêòèâíî ïðèìåíÿòüñÿ ïàðàëëåëüíî.

Â ãëàâå 9 ìû ðàññêàæåì î ìîùíîé ïàðàäèãìå (ìåòîäå) «ðàçäå-

ëÿé è âëàñòâóé». Ìû îáñóäèì ïðèìåíåíèå «ðàçäåëÿé è âëàñòâóé»

ê ïðîáëåìàì, òàêèì êàê ïåðåìåùåíèå äàííûõ, âêëþ÷àÿ ñîðòè-

ðîâêó, ïàðàëëåëüíîå ÷òåíèå/çàïèñü è ò. ä. Àëãîðèòìû è èõ àíàëèç

ïðåäñòàâëåíû äëÿ ðàçíîîáðàçíûõ ìîäåëåé.

Ãëàâû 10 è 11 ïîâåñòâóþò î äâóõ âàæíûõ îáëàñòÿõ ïðèìåíå-

íèÿ, à èìåííî âû÷èñëèòåëüíîé ãåîìåòðèè è îáðàáîòêå èçîáðàæå-

íèé. Â ýòèõ ãëàâàõ ìû îñòàíîâèì âíèìàíèå íà èíòåðåñíûõ
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ïðîáëåìàõ, âûáðàííûõ èç ýòèõ âàæíûõ îáëàñòåé, êàê ñïîñîá çà-

êðåïëåíèÿ ïîäõîäà ýòîé êíèãè â òåðìèíàõ ðàçâèâàþùèõñÿ ñòðà-

òåãèé ðåøåíèé, íå çàâèñÿùèõ îò ìàøèíû, êîòîðûå ìîãóò áûòü

ïðèñïîñîáëåíû äëÿ êîíêðåòíûõ ìîäåëåé òàê, êàê ýòî òðåáóåòñÿ.

Â ãëàâå 12 îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì

òåîðåòè÷åñêèì ïðîáëåìàì ãðàôîâ. Âíà÷àëå ìû ïðåäñòàâëÿåì

ñòàíäàðòíî îáñóæäàåìûå ìåòîäû, âêëþ÷àÿ ïîèñê â øèðèíó, ïî-

èñê â ãëóáèíó è ïåðåõîä ïî óêàçàòåëþ. Çàòåì ìû îáñóæäàåì ôóí-

äàìåíòàëüíûå ïðîáëåìû, âêëþ÷àÿ ïîñòðîåíèå îñòîâíîãî äåðåâà

è òðàíçèòèâíîãî çàìûêàíèÿ. Â çàâåðøåíèå ìû ñâÿçûâàåì ýòè ìå-

òîäû ñ æàäíûìè àëãîðèòìàìè ðåøåíèÿ çàäà÷, òàêèìè êàê ìàð-

êèðîâêà êîìïîíåíòîâ ãðàôà, îïðåäåëåíèå ìèíèìàëüíîãî ïåðå-

êðûâàþùåãî ëåñà ãðàôà è ïðîáëåìà îïðåäåëåíèÿ êðàò÷àéøèõ

ïóòåé èëè ïóòåé ñ ìèíèìàëüíûì âåñîì â ãðàôå.

Ãëàâà 13 – ýòî äîïîëíèòåëüíàÿ ãëàâà, ñâÿçàííàÿ ñ íåêîòîðû-

ìè ôóíäàìåíòàëüíûìè ÷èñëîâûìè çàäà÷àìè. Îñíîâíîé ÷àñòüþ

ãëàâû ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå ïîñëåäîâàòåëüíûõ àëãîðèòìîâ âû-

÷èñëåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ è îïðåäåëåíèÿ ïðèáëèæåííîãî çíà÷åíèÿ

îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ.

Рекомендуем использовать

Â Ìèíèñòåðñòâå èíôîðìàòèêè è èíæåíåðèè â Óíèâåðñèòåòå

øòàòà Íüþ-Éîðê â Áóôôàëî (SUNY-Áóôôàëî) ýòà êíèãà èñ-

ïîëüçóåòñÿ êàê äëÿ ôàêóëüòàòèâíîãî êóðñà ìëàäøåãî/ñòàðøåãî

óðîâíÿ, òàê è äëÿ îáÿçàòåëüíîãî êóðñà ïåðâîãî ãîäà àñïèðàíòóðû.

Êóðñ ðàññ÷èòàí íà 14 íåäåëü, âêëþ÷àÿ äâàäöàòü ÷åòûðå (24) 75-

ìèíóòíûå ëåêöèè, äâà îáçîðíûõ çàíÿòèÿ è äâà ýêçàìåíà. Îáçîð-

íûå ëåêöèè áûëè ïðîâåäåíû óñïåâàþùèì àñïèðàíòîì è èñïîëü-

çîâàëèñü äëÿ ïîìîùè ñòóäåíòàì ñ äîìàøíèìè çàäàíèÿìè è ïî-

íèìàíèåì ìàòåðèàëà. Îáçîðû áûëè îñîáåííî âàæíû â íà÷àëå

ñåìåñòðà, êîãäà ââîäèëñÿ îñíîâíîé ìàòåìàòè÷åñêèé ìàòåðèàë.

Êóðñ ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ñòóäåíòîâ èìåþùèõ îñíîâíûå, áàçîâûå

çíàíèÿ â ìàòåìàòèêå.

Переписка

Åñëè ó âàñ åñòü êàêèå-ëèáî êîììåíòàðèè èëè âû õîòèòå âû-

ñêàçàòü êðèòè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ (êîíñòðóêòèâíûå èëè íåò), ïîæà-

ëóéñòà, ñâîáîäíî ñâÿçûâàéòåñü ïðÿìî ñ àâòîðàìè äàííîé êíèãè.
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Ðàññó Ìèëëåðó ìîæíî íàïèñàòü ïî àäðåñó miller@cse.buffalo.edu,

à Ëîðåíñ Áîêñåð äîñòóïåí ïî àäðåñó boxer@niagara.edu. Êðîìå

òîãî, äîñòóïåí Web-ñàéò http://www.prehall.com/millerboxer. Ýòîò

ñàéò ñîäåðæèò èíôîðìàöèþ, îòíîñÿùóþñÿ ê òåìàòèêå êíèãè,

âêëþ÷àÿ óêàçàòåëè íà îáðàçîâàòåëüíûå ñòðàíèöû è ññûëêè íà îò-

íîñÿùèåñÿ ê ïàðàëëåëüíûì âû÷èñëåíèÿì ñàéòû. Ïî àäðåñó

www.cse.buffulo.edu/pub/www/facylty/miller/SegPar ìîæíî íàéòè

îïå÷àòêè, ó÷òåííûå â äàííîé êíèãå è, âîçìîæíî, íîâûå.
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1
АСИМПТОТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ

Асимптотический анализ

Âñåñòîðîííåå èññëåäîâàíèå àëãîðèòìîâ, ðåøàþùèõ âàæíûå

çàäà÷è, ïðåäïîëàãàåò èõ ðàçðàáîòêó, àíàëèç, ýêñïåðèìåíòàëüíóþ

ïðîâåðêó. Â ýòîé ãëàâå ââîäèòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò è ðàñ-

ñìàòðèâàþòñÿ ìåòîäû, ïîçâîëÿþùèå âûïîëíÿòü êàê òåîðåòè÷å-

ñêèé, òàê è ýêñïåðèìåíòàëüíûé àíàëèç àëãîðèòìîâ. Ñëåäóåò

ÿñíî îñîçíàâàòü, ÷òî áåç ñîîòâåòñòâóþùåãî àíàëèçà äîñòàòî÷íî

ñëîæíî îáúÿñíèòü ïðè÷èíû âûáîðà êîíêðåòíîãî àëãîðèòìà.

Â ñâÿçè ñ ýòèì ôàêòîì âàæíîé ñîñòàâëÿþùåé áîëüøèíñòâà óã-

ëóáëåííûõ êóðñîâ ïî ñòðóêòóðàì äàííûõ è àëãîðèòìàì ÿâëÿåòñÿ

îáó÷åíèå ìåòîäàì îöåíêè ðåñóðñîâ (âðåìåíè ðàáîòû, ïàìÿòè è

ò. ä.), òðåáóåìûõ êîíêðåòíîìó àëãîðèòìó. Ñòîèò îòìåòèòü è êëþ-

÷åâóþ ðîëü êóðñà ïî äîêàçàòåëüñòâó êîððåêòíîñòè àëãîðèòìîâ,

èáî èìåòü î÷åíü áûñòðûå àëãîðèòìû, íî íå âñåãäà âûäàþùèå

ïðàâèëüíûå ðåçóëüòàòû, áåññìûñëåííî. Îäíàêî ïî ïðàêòè÷åñêèì

ïðè÷èíàì ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâà ïðàâèëüíîñòè ðàáîòû àëãîðèò-

ìà â öåëîì â äàííîì òåêñòå íå ðàññìàòðèâàþòñÿ.

Â ýòîé êíèãå îáñóæäàþòñÿ âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ êîëè÷åñòâîì

ïðîöåññîðîâ, òðåáóåìûõ äëÿ ýôôåêòèâíîãî âûïîëíåíèÿ àëãîðèò-

ìà, îáúåìîì ïàìÿòè è âðåìåíåì ðàáîòû, íåîáõîäèìûå àëãîðèò-

ìó. Ýòî ïîçâîëèò ïðîâåñòè ðàçóìíîå ñðàâíåíèå àëãîðèòìîâ òàê,

÷òîáû ëþáîé ñïåöèàëèñò ìîã ïðèíèìàòü îáîñíîâàííûå ðåøåíèÿ.

Íàïðèìåð, êàêîé àëãîðèòì ñîðòèðîâêè ñëåäóåò âûáðàòü äëÿ êîí-

êðåòíîé âõîäíîé èíôîðìàöèè, ïðåäñòàâëåííîé â ïàìÿòè ÷åðåç

îïðåäåëåííûå ñòðóêòóðû äàííûõ, ïðè ðàáîòå íà ïîñëåäîâàòåëü-

íîé ÝÂÌ. Ñòîèò óêàçàòü íà òî, ÷òî ïðè ðàññìîòðåíèè ÷èñëîâûõ

çàäà÷ òðåáóåòñÿ îáðàùàòü âíèìàíèå íà òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé.

Ê ñîæàëåíèþ, ýòà òåìà íå ðàññìàòðèâàåòñÿ â äàííîé êíèãå.

Íà ñàìîì äåëå, áîëüøèíñòâî àëãîðèòìîâ, ðàññìîòðåííûõ â êíè-

ãå, ìîæíî íàçâàòü «íå÷èñëîâûìè» ïî ñâîåé ïðèðîäå.



Íà ïðàêòèêå ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìû áîëüøå óäåëÿåì âíè-

ìàíèÿ âðåìåíè ðàáîòû àëãîðèòìà, à íå èñïîëüçóåìîé ïàìÿòè.

Ýòî ìîæåò óäèâèòü ñòóäåíòîâ, ïðèâûêøèõ äóìàòü îá îòíîñèòåëü-

íî íåáîëüøèõ ïðîåêòàõ êëàññè÷åñêîãî òèïà, êîòîðûå, áóäó÷è îä-

íàæäû îòëàæåíû (èëè, ïî êðàéíåé ìåðå, îñâîáîæäåíû îò áåñêî-

íå÷íûõ öèêëîâ), íà÷èíàþò âûâîäèòü ðåçóëüòàòû ÷åðåç äîëþ

ñåêóíäû. Îäíàêî ìíîãèå âàæíûå ïðèëîæåíèÿ, îáðàáàòûâàþùèå

îãðîìíûå îáúåìû äàííûõ, òðåáóþò ÷àñîâ èëè äàæå äíåé âðåìåíè

öåíòðàëüíîãî ïðîöåññîðà. Ïðèìåðû òàêèõ ïðèëîæåíèé ìîæíî

íàéòè â òàêèõ îáëàñòÿõ, êàê ìîëåêóëÿðíîå ìîäåëèðîâàíèå, ïðî-

ãíîçèðîâàíèå ïîãîäû, àíàëèç èçîáðàæåíèé, îáó÷åíèå íåéðîí-

íûõ ñåòåé è ò. ä. Ïîìèìî öåíû êîìïüþòåðíîãî âðåìåíè, ÷åëîâå-

÷åñêîå íåòåðïåíèå èëè ñåðüåçíûå îãðàíè÷åíèÿ ïî ñðîêàì

îãðàíè÷èâàþò èñïîëüçîâàíèå ïðèëîæåíèé. Íàïðèìåð, ïðîãíîç

ïîãîäû èìååò ñìûñë ïðè åãî äîñòóïíîñòè çàðàíåå, äî ïðîãíîçè-

ðóåìîãî ïåðèîäà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â áîëüøèíñòâå èçâåñòíûõ

àëãîðèòìîâ è ñâÿçàííûõ ñ íèìè ñòðóêòóð äàííûõ òðåáîâàíèÿ ê

ïàìÿòè îáû÷íî î÷åíü ðàçóìíû è íå ïðåâîñõîäÿò âåëè÷èíû, êðàò-

íîé (ñ íåáîëüøîé êîíñòàíòîé) îáúåìó îáðàáàòûâàåìîé èíôîð-

ìàöèè. Âèäèìî, ýòè ïðè÷èíû è îáóñëîâëèâàþò ïåðâè÷íîñòü

îöåíêè âðåìåíè ðàáîòû àëãîðèòìà.

Â ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò àíàëèçà

ðåñóðñîâ, èñïîëüçóåìûõ êîìïüþòåðíûì àëãîðèòìîì. ×àùå âñåãî

ðå÷ü èäåò î âðåìåíè, ïîýòîìó èñïîëüçóåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ òåð-

ìèíîëîãèÿ. Îäíàêî âåñü èíñòðóìåíòàðèé ñ òàêèì æå óñïåõîì ìî-

æåò áûòü èñïîëüçîâàí è äëÿ îöåíêè ïàìÿòè.

Условные обозначения и терминология

Â ýòîì ïàðàãðàôå ïðåäñòàâëåíû íåêîòîðûå óñëîâíûå îáîçíà-

÷åíèÿ è òåðìèíîëîãèÿ, èñïîëüçóåìûå â äàëüíåéøåì â òåêñòå.

Ìû ïîñòàðàåìñÿ ïðèäåðæèâàòüñÿ òðàäèöèîííûõ óñëîâíûõ îáî-

çíà÷åíèé è ñòàíäàðòíîé òåðìèíîëîãèè. Â îñíîâíîì, èñïîëüçó-

åòñÿ ïîëîæèòåëüíîå öåëîå n äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ðàçìåðíîñòè çàäà-

÷è (êîëè÷åñòâà âõîäíûõ äàííûõ), äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðîé

ïðåäíàçíà÷åí àíàëèçèðóåìûé àëãîðèòì. Îáðàáàòûâàòüñÿ ìîæåò,

íàïðèìåð, ìàññèâ èç n ýëåìåíòîâ èëè ñâÿçíûé ñïèñîê, äåðåâî,

èëè ãðàô ñ n âåðøèíàìè. Çàïèñü T (n) èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáîçíà-

÷åíèÿ âðåìåíè ðàáîòû àëãîðèòìà ñ çàäà÷åé ðàçìåðíîñòè n.

(Èíîãäà àëãîðèòì àíàëèçèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ áîëåå ÷åì îäíîãî

ïàðàìåòðà, è ñîîòâåòñòâåííî èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ, òàêèå

êàê T (m, n), T (k, n, p) è ò. ä.)
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Àëãîðèòì ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí íà ðàçëè÷íûõ ÝÂÌ, ñ ðàç-

ëè÷íûì áûñòðîäåéñòâèåì è ïðîãðàììíûì îáåñïå÷åíèåì. Ìû

ïðåäïîëàãàåì, ÷òî îäèí è òîò æå àëãîðèòì, îïåðèðóþùèé ñ òåìè

æå çíà÷åíèÿìè äàííûõ, áóäåò âûïîëíÿòüñÿ áûñòðåå, åñëè áóäåò

ðåàëèçîâàí íà òðàíñëèðóåìîì ÿçûêå ñóïåðêîìïüþòåðà, à íå èí-

òåðïðåòèðóåìîì ÿçûêå ïåðñîíàëüíîãî êîìïüþòåðà, ñêàæåì, 80-õ

ãîäîâ XX âåêà. Òàêèì îáðàçîì, ðåäêî èìååò ñìûñë àíàëèçèðîâàòü

àëãîðèòìû â òåðìèíàõ ðåàëüíîãî âðåìåíè öåíòðàëüíîãî ïðîöåññî-

ðà. Ñêîðåå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû àíàëèç îòðàæàë èñòèííóþ ýôôåêòèâ-

íîñòü àëãîðèòìà áåçîòíîñèòåëüíî ê òàêèì ôàêòîðàì, êàê ñêîðîñòü

àïïàðàòíîãî/ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ, ñ êîòîðûìè ïðèìåíÿåò-

ñÿ àëãîðèòì. Ñóòü çàêëþ÷àåòñÿ â îöåíêå ýôôåêòèâíîñòè àëãîðèòìè-

÷åñêèõ (ïðîãðàììíûõ) ðåøåíèé, à íå èõ êîíêðåòíîé ðåàëèçàöèè.

Òàêèì îáðàçîì, àíàëèç àëãîðèòìîâ â îñíîâíîì ñîîòâåòñòâóåò

ñëåäóþùèì ïðèíöèïàì:

1. Èãíîðèðîâàòü çàâèñèìîñòü îò êîíêðåòíîé ÝÂÌ. Íå ãîâî-

ðèòñÿ î òîì, íàñêîëüêî áûñòðî îòäåëüíûé ïðîöåññîð âûïîëíÿåò

ìàøèííóþ èíñòðóêöèþ.

2. Àíàëèçèðîâàòü èçìåíåíèå T(n) ïðè n → ∞. Äàæå íåýôôåê-

òèâíûé àëãîðèòì ïðè ðàáîòå ñ íåáîëüøèì êîëè÷åñòâîì âõîäíûõ

äàííûõ ÷àñòî çàâåðøàåò ðàáîòó çà äîïóñòèìîå âðåìÿ. Òàêèì îáðà-

çîì, àíàëèç T (n) îïðåäåëÿåò âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà ïðè áîëü-

øèõ çíà÷åíèÿõ n (íàïîìèíàåì, ÷òî n îáû÷íî îáîçíà÷àåò ðàçìåð-

íîñòü äàííûõ, îáðàáàòûâàåìûõ àëãîðèòìîì).

3. Òåìï ðîñòà. Â àñèìïòîòè÷åñêîì àíàëèçå èññëåäóåòñÿ îá-

ùåå ïîâåäåíèå ôóíêöèè ïðè óâåëè÷åíèè âõîäíîãî ïàðàìåòðà

(ò. å. íàñ èíòåðåñóåò ïîâåäåíèå T (n) ïî ìåðå òîãî, êàê n → ∞),

ïîýòîìó â âûðàæåíèè T (n) ýëåìåíòû, íå îêàçûâàþùèå âëèÿíèå

íà ïîâåäåíèå ôóíêöèè, îïóñêàþòñÿ. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, åñëè

íàñ èíòåðåñóåò òåìï ðîñòà ôóíêöèè ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ n, ñëåäó-

åò èãíîðèðîâàòü ïîñòîÿííûå ÷ëåíû â âûðàæåíèè. Ýòî íå çíà÷èò,

÷òî ýòè ÷ëåíû âûðàæåíèÿ íåóìåñòíû íà ïðàêòèêå, ïðîñòî îíè

íåóìåñòíû äëÿ îïðåäåëåíèÿ òåìïà ðîñòà ôóíêöèè. Òàê, íàïðè-

ìåð, ìû ãîâîðèì, ÷òî ôóíêöèÿ 3n + 10n + n + 17 óâåëè÷èâàåòñÿ

êàê n . Ðàññìîòðèì äðóãîé ïðèìåð. Ïðè óâåëè÷åíèè n êàêîé

èç àëãîðèòìîâ ïðåäïî÷òèòåëüíåå: ñ âðåìåíåì ðàáîòû 95n + 405n +
+ 1997 èëè ñ âðåìåíåì ðàáîòû, ðàâíûì 2n + 12? Ìû íàäååìñÿ,

âû âûáðàëè ïåðâîå, ñ òåìïîì ðîñòà, ðàâíûì n , à íå ïîñëåäíåå ñ

ãîðàçäî áîëüøèì òåìïîì ðîñòà â n . Åñòåñòâåííî, îäíàêî, ÷òî

åñëè n ìàëî, ëþáîé ïðåäïî÷åë áû ïîñëåäíåå (2n + 12) ïåðâîìó

(95n + 405n + 1997). Â äåéñòâèòåëüíîñòè, òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü

çíà÷åíèå n, ïðè êîòîðîì ïðîèñõîäèò ïåðåñå÷åíèå ôóíêöèé, è íà
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îñíîâå ýòîãî çíà÷åíèÿ îòäàâàòü ïðåäïî÷òåíèå òîìó èëè èíîìó àë-

ãîðèòìó. Íà ðèñóíêå 1.1 ïðîèëëþñòðèðîâàíà ýòà ñèòóàöèÿ.

Асимптотическая форма записи

Â ýòîì ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå ñòàíäàðòíûå ôîðìû çà-

ïèñè, èñïîëüçóåìûå ïðè àíàëèçå àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ

ôóíêöèè. Òàê êàê ÷àñòî ïîâåäåíèå ôóíêöèè ëåã÷å âûðàçèòü ÷åðåç

ïîâåäåíèå äðóãîé, áîëåå ïðîñòîé ôóíêöèè, òî äëÿ óïðîùåíèÿ

òåðìèíîëîãèè ëó÷øå èñïîëüçîâàòü äâå ôóíêöèè. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî f è g – ïîëîæèòåëüíûå ôóíêöèè îò n. Òîãäà

1. f (n) = Θ(g (n)) (÷èòàåòñÿ «f îò n åñòü òýòà îò g îò n») òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû c ,

c è n òàêèå, ÷òî c g (n) ≤ f (n) ≤ c g (n) ïðè n ≥ n ; ñì. ðèñ. 1.2.

2. f (n) = O(g (n)) (÷èòàåòñÿ «f îò n åñòü î áîëüøîå îò g îò

n») òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-

ãäà ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå

êîíñòàíòû c è n òàêèå, ÷òî

f (n) ≤ cg (n) ïðè n ≥ n ; ñì.

ðèñ. 1.3.

3. f (n) = Ω(g (n)) (÷èòàåò-

ñÿ «f îò n åñòü îìåãà áîëüøîå

îò g îò n») òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò ïîëî-

æèòåëüíûå êîíñòàíòû c è n òà-

êèå, ÷òî cg (n) ≤ f (n) ïðè n ≥
≥ n ; ñì. ðèñ. 1.4.

4. f (n) = o (g (n)) (÷èòàåò-

ñÿ «f îò n åñòü î ìàëîå îò g îò

n») òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-

ãäà äëÿ ëþáîé ïîëîæèòåëüíîé
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Ðèñ. 1.2. Èëëþñòðàöèÿ Θ çàïèñè. f (n) =
= Θ(g (n)), ò. ê. ôóíêöèè f (n) è g (n)

âîçðàñòàþò ñ îäíîé ñêîðîñòüþ ïðè âñåõ

n ≥ n .

Ðèñ. 1.1. Èëëþñòðàöèÿ òåìïà ðîñòà äâóõ

ôóíêöèé f (n) è g (n). Çàìåòüòå, ÷òî äëÿ

áîëüøèõ çíà÷åíèé n àëãîðèòì ñ àñèì-

ïòîòè÷åñêèì âðåìåíåì ðàáîòû, ðàâíûì

f (n), îáû÷íî ëó÷øå, ÷åì àëãîðèòì ñ

àñèìïòîòè÷åñêèì âðåìåíåì ðàáîòû, ðàâ-

íûì g (n). Â ýòîì ïðèìåðå «áîëüøîå» îï-

ðåäåëÿåòñÿ êàê n ≥ n .



[ . . . ]



íåíèÿ ïðè ðåøåíèè ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Íàïðèìåð, ëþáîé

àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà íåîòñîðòèðîâàí-

íîãî ìàññèâà èç n ýëåìåíòîâ äîëæåí ïðîâåðèòü êàæäûé ýëåìåíò

ìàññèâà (ïîòîìó ÷òî ëþáîé ïðîïóùåííûé ýëåìåíò ìîæåò áûòü

ìèíèìàëüíûì ýëåìåíòîì). Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîé ïîñëåäîâà-

òåëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è òðàòèò âðåìÿ Ω(n). Èòàê,

àëãîðèòì, âûïîëíÿåìûé çà âðåìÿ Θ(n), îïòèìàëåí.

Çàìåòüòå, ÷òî ìû èñïîëüçóåì òåðìèí îïòèìàëüíûé â ñìûñëå

àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûé. Îïòèìàëüíûé àëãîðèòì – ýòî íå-

îáÿçàòåëüíî ñàìûé áûñòðûé âîçìîæíûé àëãîðèòì, äàþùèé âåðíîå

ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé ïåðåä íèì çàäà÷è, íî îí äîëæåí áûòü îãðà-

íè÷åí ïîñòîÿííûì ìíîæèòåëåì èëè äîëæåí áûòü ñàìûì áûñòðûì

âîçìîæíûì àëãîðèòìîì ðåøåíèÿ çàäà÷è. Äîêàçàòü îïòèìàëüíîñòü

÷àñòî áûâàåò ñëîæíî, è ñóùåñòâóåò ìíîãî çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ íåèç-

âåñòíî îïòèìàëüíîå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ. Ñóùåñòâóþò, îäíàêî, çàäà-

÷è, äëÿ êîòîðûõ äîêàçàòü îïòèìàëüíîñòü äîñòàòî÷íî ïðîñòî, íåêî-

òîðûå èç ýòèõ çàäà÷ áóäóò ðàññìîòðåíû â ýòîé êíèãå.

Примечания к главе

Èäåÿ ïðèìåíåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî àíàëèçà ê àëãîðèòìàì ÷àñ-

òî ïðèïèñûâàåòñÿ Äîíàëüäó Ý. Êíóòó (Donald E. Knuth) (www-cs-

faculty.Stanford.EDU/~knuth/). Õîòÿ àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç âõî-

äèò ñîñòàâíîé ÷àñòüþ â êíèãè Ä. Ý. Êíóòà ñåðèè «Èñêóññòâî ïðî-

ãðàììèðîâàíèÿ», â äåéñòâèòåëüíîñòè, èñòî÷íèêîì Î-çàïèñè ñ÷è-

òàåòñÿ ó÷åáíèê ïî òåîðèè ÷èñåë Áà÷ìàíà (Bachmann) 1892 ãîäà.

î-çàïèñü áûëà, î÷åâèäíî, ââåäåíà Ëàíäàó (Landau) â 1909, à ñî-

âðåìåííîå èñïîëüçîâàíèå ýòîé ôîðìû çàïèñè â àëãîðèòìàõ ïðè-

ïèñûâàåòñÿ ðàáîòå Ä. Ý. Êíóòà, ïîÿâèâøåéñÿ â 1976 («Áîëüøîé

îìèêðîí è áîëüøàÿ îìåãà è áîëüøàÿ òåòà» («Big omicron and big

omega and big theta», ACM SIGACT News, 8(2), 18–23). Èñòîðè÷å-

ñêîå ðàçâèòèå àñèìïòîòè÷åñêîé ôîðìû çàïèñè â èíôîðìàòèêå

ìîæíî íàéòè â îáçîðàõ Ä. Ý. Êíóòà è â êíèãå Áðàññàðà (Brassard)

è Áðýòëè (Bratley) «Àëãîðèòìèêà: Òåîðèÿ è Ïðàêòèêà» (Algori-

thmics: Theory and Practice) (Prentice Hall, 1988). Îäíà èç ðàííèõ

êíèã, ïîëó÷èâøèõ ñòàòóñ «êëàññè÷åñêîé», – ýòî êíèãà À. Â. Àõî

(A. V. Aho), Äæ. Ý. Õîïêðîôòà (J. E. Hopcroft) è Äæ. Ä. Óëüìàíà

(J. D. Ullman) «Ïîñòðîåíèå è àíàëèç âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèò-

ìîâ» (The Design and Analysis of Computer Algorithms), âûïóùåí-
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íàÿ â 1974 ãîäó Addison Wesley. Áîëåå ïîçäíèå êíèãè, ïîñâÿùåí-

íûå àëãîðèòìàì è èõ àíàëèçó, – ýòî êíèãè «Àëãîðèòì: ïîñòðîåíèå

è àíàëèç» (Introduction to Algorithms) Ò. Õ. Êîðìåíà (T. H. Cor-

men), Ñ. Å. Ëåéçåðñîíà (C. E. Leiserson) è Ð. Ë. Ðèâåñòà (R. L. Ri-

vest) (McGraw-Hill, New York, 1989) è «Êîìïüþòåðíûå àëãîðèò-

ìû / Ñ++» (Computer Algorithms / C++) Å. Õîðîâèöà (E. Horowitz),

Ñ. Ñàíè (S. Sahni) è Ñ. Ðàäæàñåêàðàíà (S. Rajasekaran) (Computer

Science press, New York, 1996).

Упражнения

1. Ðàñïîëîæèòå ñëåäóþùåå ïî âîçðàñòàíèþ: n, n , log n,

log (logn), log n, (1/3)
n
, 4, (3/2)

n
, n!

2. Äîêàæèòå èëè îïðîâåðãíèòå êàæäîå èç ñëåäóþùèõ óòâåð-

æäåíèé.

à) f n O g n g n o f n( ) ( ( )) ( ) ( ( ))= ⇒ =
b) f n g n f n g n( ) ( ) (max( ( ), ( )))+ = Θ
c) f n O f n( ) (( ( )) )= 2

d) f n O g n g n f n( ) ( ( )) ( ) ( ( ))= ⇒ = Ω
e) f n o f n f n( ) ( ( )) ( ( ))+ = Θ
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Ðèñ. 1.13. Ïðèìåð ÑîðòèðîâêèÂûáîðîì. Ïîëíûé ïðîñìîòð ýëåìåíòîâ ìàññèâà îñó-

ùåñòâëÿåòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò, êîòîðûé äîëæåí

áûòü ïåðâûì â ìàññèâå. Îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêà ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà è

ýëåìåíòà, ñòîÿùåãî íà ïåðâîì ìåñòå. Äàëåå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðîñìîòð îñòàâøèõñÿ

÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ è îïðåäåëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûé èç íèõ. Íàéäåííûé ýëåìåíò ïåðå-

ñòàâëÿåòñÿ ñî âòîðûì ýëåìåíòîì ìàññèâà. Ðàáîòà àëãîðèòìà ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ

ïîð, ïîêà íå áóäåò âåðíî óïîðÿäî÷åí n − 1 ýëåìåíò, ÷òî îçíà÷àåò ïðàâèëüíîñòü óïî-

ðÿäî÷åíèÿ âñåõ n ýëåìåíòîâ.

Èìååòñÿ ðóññêèé ïåðåâîä: – Ì.: ÁÈÍÎÌ: ÌÖÍÌÎ, 2004. – Ïðèì. ðåä.



3. Èñïîëüçóéòå O, o, ω è Θ äëÿ îïèñàíèÿ îòíîøåíèé ìåæäó

ñëåäóþùèìè ïàðàìè ôóíêöèé:

à) log
k n, n, ãäå k è ∈– ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû

b) nk
, cn

, ãäå k è ñ – êîíñòàíòû, k > 0, c > 1

ñ) 2
n
, 2

n

4. Äîêàæèòå, ÷òî 17n = O(n ).

5. Äîêàæèòå, ÷òî k n
k

n
1 6 7 6

1

/ /
( )=

=
∑ Θ .

6. Äëÿ äàííîãî íàáîðà n öåëûõ ÷èñåë èç èíòåðâàëà

[1,¾, 100] ïðèâåäèòå ýôôåêòèâíûé ïîñëåäîâàòåëüíûé àëãî-

ðèòì èõ ñîðòèðîâêè. Îáñóäèòå âðåìÿ, ïàìÿòü è îïòèìàëüíîñòü

âàøåãî ðåøåíèÿ.

7. (Ôóíêöèÿ ñóììû): Îïðåäåëèòü àñèìïòîòè÷åñêîå âðåìÿ âû-

ïîëíåíèÿ ñëåäóþùåãî àëãîðèòìà, íàõîäÿùåãî ñóììó ýëåìåíòîâ

ìàññèâà. Ïîêàæèòå, ÷òî îí îïòèìàëåí.

Function Total( list)
Äàíî: Ìàññèâ list ÷èñëîâûõ ýëåìåíòîâ ñ èíäåêñàìè îò 1 äî n.

Ïîëó÷èòü: Ñóììó ýëåìåíòîâ ìàññèâà.

Ëîêàëüíûå ïåðåìåííûå: öåëûé index, ÷èñëîâàÿ subtotal
Äåéñòâèÿ:

subtotal = 0

Äëÿ index = 1 to n, do

subtotal = subtotal + list [index]
Return subtotal

8. (ÑîðòèðîâêàÂûáîðîì): Îïðåäåëèòü àñèìïòîòè÷åñêîå âðå-

ìÿ âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà, èäåÿ êîòîðîãî ðàññìàòðèâàåòñÿ íà

ðèñ. 1.13. Îïðåäåëèòü òðåáîâàíèÿ ê ïàìÿòè äëÿ õðàíåíèÿ äàííûõ

è äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè.

Subprogram SelectionSort(List)
Äàíî: Ìàññèâ List [1¾n] äëÿ ñîðòèðîâêè ïî âîçðàñòàíèþ

â ñîîòâåòñòâèè ñ key ïîëåì çàïèñåé

Ïîëó÷èòü: Óïîðÿäî÷åííûé List.
Àëãîðèòì: ÑîðòèðîâêàÂûáîðîì

Äëÿ êàæäîé ïîçèöèè â ìàññèâå List ìû

Îïðåäåëÿåì èíäåêñ, ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíòó èç

íåîòñîðòèðîâàííîé ÷àñòè List, ÿâëÿþùåìóñÿ

ìèíèìàëüíûì.

Îáìåíèâàåì ýëåìåíò íà òîëüêî ÷òî îïðåäåëåííîé ïîçèöèè

ñ òåêóùèì ýëåìåíòîì.
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